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ПРЕДИСЛОВИЕ 

  

В Основных направлениях экономического и социального разви. 
тия СССР на 1986—1990 годы и на псриод до 2000 года большая 
роль в развитии различных отраслей промышленности отводится 
повышению технического уровня вычислительной техники, прибо- 
ров и средств автомагизации. Это предусматривает развитие про- 
изводства и широкое применение промышленных роботов, си- 
стем автоматического управления с использованием микропроцессо- 
ров и микро-ЭВМ, создание гибких автоматизированных пропз- 
водств. Решение этих задач требует широкого внедрения в инженер- 
ную практику методов вычислительной математики. 

Вычислительная математика основана на численных методах, 
пригодных к применению при расчетах на ЭВМ. Современные ЭВМ 
позволили исследователям значительно повысить эффективность 
математического моделирования сложных задач науки и техники. 
Ныне количественные методы исследования проникают практически 
во все сферы человеческой деятельпости, а математические модели 
становятся средством познания. 

’ Значение математических моделей непрерывно возрастает в свя- 
зи с тенденцией к оптимизации технических устройств и техноло- 
гических схем планирования эксперимента. Реализация моделей на 
ЭВМ осуществляется с помощью различных методов вычислитель- 
ной математики, которая непрерывно совершенствуется. Поэтому 
специалист, знакомый с численными методами лишь в пределах кур- 
са, читаемого в вузе, не всегда может выбрать наиболее подходя- 
щий метод для решения конкретной задачи. 

При выборе метода решения конкретной задачи любое пособие 
играет лишь роль общего руководства, с помощью которого иссле- 
дователь рассматривает свои проблемы. Настоящее учебное посо- 
бие написано в соответствин с программой курса «Численные ме- 
тоды». 

Основная цель пособия — привить студентам практические на- 
выки в использовании численных методов при решении прикладных 
задач. Поэтому в пособии теоретический материал излагается крат- 
ко, в доступной форме, без строгого вывода излагаемых в соответ- 
ствующих разделах методов, практическая же реализация этих ме- 
тодов с использованием вычислительной техники освещается доста- 
точно подробно.



В пособии рассмотрены основные положения теории, относящей- 
ся к задачам алгебры, приближени:о . функций, интегрированию, 
решению обыкновенных дифференциальных уравнений и уравне- 
ниям в частных производных, задачам оптимизации, упрощению 
дифференциальных уравнений и задачам теории вероятностей. 

`Каждый изложенный в теоретическом разделе метод снабжен 

вычислительной схемой (порядок действий при его реализации), 
подробно разобранным примером и заданием для самостоятельной 
работы. В приложении приведены тексты программ, реализующих 
изложенные методы на алгоритмическом языке ФОРТРАН, с ин- 
струкцией к пользованию ими, а также контрольными примерамн. 

Главы 1, 2, 3, 5, 9 написаны Краскевичем В. Е., главы 4, 11, 12 
и приложение — Зеленским К. Х., главы 7, 10, 13 — Гречко В. И.., 
главы б и 8 — Краскевичем В. Е. и Зеленским К. Х.



Глава 1. АЛГОРИТМИЗАЦИЯ И ТОЧНОСТЬ 

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ ПРОЦЕССОВ 

  

1.1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ ЧИСЛЕННОГО АНАЛИЗА 

Численные методы анализа необходимы в случаях, когда точное 
решение задачи или не может быть получено, или его использование 
затруднительно. 

Пусть Х — условие задачи; У — решение; Ё — отображение, ставя- 
щее соответствие между решением и условием задачи: 

Е: ХУ wan Y =FX. (1.1) 

Обозначим У — приближенный образ; Х — приближенное условие 
задачи. Тогда можно записать: 

y = FX. 1.9) 
Процедура отыскания некоторого отображения РЁ, которое уста- 

навливает соответствие между (1.1) и (1.2) и средствами получения 
данного ЁР совместно с приемами, сводящими задачу к численным 
злгоритмам последовательного выполнения операций, выполняемых 
цифровыми вычислительными машинами (ЦВМ), и составляет основу 
вычислительных методов математики. 

Алгоритмизация этих методов — важнейшая задача вычислитель- 
HOH математики. 

1.2. ВИДЫ ПОГРЕШНОСТЕЙ 

Поскольку численные методы представляют собой приближенные 
методы решения задач анализа, при решении их необходимо учитывать 
следующие погрешности решения: 

1) 5“) — алгоритмические погрешности — погрешности описания 
моделей задачи; 

2) 62) — трансформированные погрешности — погрешности, которые 
накапливаются в ходе процесса решения задачи и обусловливаются 
погрешностями исходных данных; | 

3) 6(3 — вычислительные погрешности, обусловливающиеся погреш- 
ностями выполнения арифметических действий. 

1.3. АБСОЛЮТНАЯ И ОТНОСИТЕЛЬНАЯ ПОГРЕШНОСТИ 

Если А — точное значение некоторой величины, а а — известное 
приближение к нему, то абсолютной погрешностью приближения а 
числа А называют некоторую величину А (а) такую, что 

| А—а| < А (а).



Относительной погрешностью, обычно выражаемой в процентах, 
называют величину 6 (а) такую, что 

а— 
— |< 5 (a). 

Значащими цифрами числа называют все цифры в его записи, 
начиная с первой ненулевой слева. 

Значащую цифру называют верной, если абсолютная погрешность 
числа не превышает 1/2 единицы разряда, соответствующего этой 
цифре. 

Пример 1.1. а = 9348; А (а) = 15; 

9348 = 9. 10-3. 102 -- 4. 10-8. 100. 

Имеем А (а) = 15 > 5 и А (а) = 15 < 50; 
следовательно, верные цифры 9, 3 и 4. 

В общем случае 

А (а) < 1/2. 107%", 

где т — порядок старшей цифры; и — число верных значащих цифр. 
Относительная погрешность связана с количеством верных цифр 

приближенного числа соотношением 
[0 т-п-41 1 

от Т0т S Sl ORV 
  §(a) <9 10-m < 

где ит — старшая значащая цифра. 
Информацию о том, что а является приближенным значением 

числа 4 с абсолютной погрешностью А (а), принято записывать в виде 

А =а-+ А (4), 

числа а и А(а) записываются с одинаковым количеством знаков после 
запятой. 

Например, 
А = 1,125 + 0,005 или А = 1,1955. 10-3 

означает, что 
1. 125 — 0,005 < А < 1,125 - 0,005. 

Информацию о том, что а является приближенным значением 
числа Д с относительной погрешностью 6 (а), записывают в виде 

А=а(1 + 6(а)). 

Например, запись 

A= 1,125 (1 + 0,005), nan 
А = 1,125 (1 5: 10-3), или 
A= 1,125 (1 + 0,5 % 

o3iiayaeT, 4TO 

(1 — 0,005) . 1,125< А < (1-+- 0,005) . 1,195, 
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1.4. ПОГРЕШНОСТЬ ФУНКЦИИ 

Пусть искомая величина У является фуикцией параметров а, 
Ay, +++ Ani T. ©. У = У(а), н известна область С в пространстве 
переменных @1, 4, ..., @и, Которой принадлежат параметры. Необ- 

ходимо получить приближение у к У и оценить его погрешность. 

Предельной абсолютной погрешностью A (y) пазывают наилучшую 

при имеющейся информации оценку погрешиюости величины у: 

А (у) ЗГТ (@р бы... an) |- (1.3) 

Предельной относительной погрешностью 6(у) называют величину 
А by) = 

Получим формулы погрешпостей для случая функции двух пере- 
менных: 

Y=Y(A,, 4,); 

A, =a, + Aa, A, =a, + Aa,; 

ГА (У) =! У (а, + а, а, -- да.) — У (а, а.) |. 

[A (y)| dy = sf Aa, + 5h Aa, < | 52 || Ааа! + [58| Аа, |; 
| Да, | < A(a,); |Aa,| < A (a,); 

            

  

                    

д. д | AC) < |5 А (д + |8 [А(а,) (1.4) 

о _ Ay да да Olny 0] 6 (у) = у < Г A (a) + Г А (а,) = Oa, А (а,) || А) 

I. 
В общем случае | Со 

д Ay) = St] 54] A (ars (1.6) 
, i=] 

Olny (у) = 2 “да, | А (aids (A (ai) < 3 10"), (1.7) 
Например, если у = д, Е Az, то 

| A (y) = A (a,) + 4 (a2); 
_ A(a) EA (a,) 

6 (1) = а, - ° 

Погрешность произведения у = а, а.. 
8(y) | Эту 91ну И < бы, А + “а Аа! = [ах Ааа" + [||| = 

— | ^ (а) A (ap) / 
или 7 | “| Flay | = 8 (1) + (a2), 

| А (у) = |915 (9).



Погрешность частного | 

у =а1 | Qo; 

6 (у) =6(а,) + 6(а,); А (у) = [916 (9). 
Таким образом, предельная абсолютная погрешность суммы или 

разности равна сумме предельных абсолютных погрешностей слагае- 
МЫХ. , 

Предельная относительная погрешность произведения или частного 
равна сумме предельных относительных погрешностей. : 

Пример 1.2. Найти сумму чисел а, = 5,23, А (а.) = 0,04; 
аз = — 1,015, А (а2) == 0,002; аз = 9,4; А (аз) = 0. [и и определить абсолютную погреш- 
ность результата. 

Имеем: 5,23 =-0,04 
+. 1,015 + 0,002 
+94 4+0,1 

15,645 + 0,142. 

Поскольку абсолютная погрешность превышает 0,1, в результате сохраняем 
только верные значащие цифры 7 

| 15,645 — 15,6 | = 0,045. 

Абсолютная погрешность результата составляет 

0,142 -|- 0,045 = 0,187. 

Округляя полученный результат до второго десятичного знака, получаем 

А (и) =0,19. 

Если число слагаемых велико напрниер, п_>> 10), то оценка погрешности 
производится по формуле Чеботарева 

д (а. ag +. «. аи) = V 8n A (a), 
где А (а) — погрешность слагаемых. 

Пример 1.3. Найти произведение числа а: = 1,49 + 0,01, 
аз = 2,28 -- 0,02 и аз = 1,12 -5 0,01 и оценить абсолютную и относительную 

погрешности результата. 

  

Таким образом, 

0,01 0,02 0,01 
(1,45 . 2,28. 1,12) = Fag 58 + тт = 0.015. 

Следовательно, произведение 
у == 1,45. 2,28. 1,12 = 3,71 

вычислено с погрешностью б (и) < 1,5%. 

A (y) = A (3,71) = 0,015 - 3,71 <0,06, 

Сложнее решить задачу оценок погрешности функции, заданной 
неявно уравнением 

Ё(и, а, а», ..., Qn) = 0. (1.8) 

Продифференцировав (1.8) по a enya 

д} ди. 
oy “0a, + и = 

откуда 
ay д! д! \ 

м =- (5) (24) - (1.5)



При заданных А, АД», ..., А» (a; = A; + Aa;) moxHO найти 

Yy=YrH Ду) как решение (1.9), а затем значения 

но -- (5) 0) 
Вследствие зависимости производных Oy/Ca;, i= 1, n nonyyeHHe 

строгой оценки (1.3) от значения у довольно трудоемкое. 

Оценим, например, погрешности корней кгадратного урапнения Ё(и, а1, аз) = 

== у а.у-|- а, = 0 при заданных приближенных значениях коэффициентов А,, 

Аз и их погрешностях Aa,, Aap. 

Пусть У — решепие уравнения 

У -- A,Y + А = 0. 

  

(1.10) 
(Y,A,, eee) An). 

Согласно (1.10), 

    

ду Y 

Oy (9) = 5a, (У АВА 2Y 4 ay’ 
ди ] 

6 (0) = да, (У, АНА) 2У-а, 
Следовательно, , 

а Аа Ао (У) = | Е, 2 | 

. Рассмотрим некоторую область | а; | < в, | а» | < 6» изменения коэффициентов 
а @,. Из явного выражения корней 

| = — 41/2 + Иам — Ay 

exenyer, что корни являются непрерывными функциями коэффициентов, поэтому 
и - |у (@1, аз) — и (Ал, Аз) | < о (14а, — А: |, |@g — Ag |) 
ра (24, аз), (А,, А.) из этой области. @(A,, Ag) —>O mpH Aq, А. —0. 

1.5. КРИТЕРИИ ТОЧНОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЙ 

‚ Погрешности, как правило, неизвестны и для их оценки необхо- 
димы численные критерии. 
' ” Определение 1. Вещественное линейное пространство. Совокупность 
элементов {х} = Х образует вещественное линейное пространство, 
если для любых элементов хЕХ введены понятия:- 
суммы со свойствами 

жд =а +, 

х, + О =х,; 

x1 + (—x,) = 0; 

произведения на любое вещественное число « со свойствами 

Q(X, + Xq) = ах, -- ах,; 
(91 -- а) х = Ax + a,x; 

©: (0х) = (010,) х. 

«` 

wenn пределение 2. Вещественное линейное пространство называется 

ао tlt если в нем введено определенным образом понятие 
тояния между его элементами — метрика. 

9



Определение 3. Скаляриую пеотрицательную величину р (я, у) 
называют метрикой простраиства Х, если лля любых х, уЕХ выипол- 
няется: 

р(х, у) =р(и, х) для хз у; 
р (х, х) = 0; | 

р (х, у) <р(х, г) + р(2, у); х<г<у. 
Определение 4. Веществениое лиисйное пространство называется 

нормированным, если каждому элементу хе поставлено в соотвст- 
ствие неотрицательное число Их || и называемое нормой, удовлетрго- 
ряющее условиям: 

Их] > 0 
[ож = [9 Их, (1.11) 

Иж < ИЕ У 
В линейном нормированном пространстве метрику вводят как 

норму разности между элементами 

р (х, 1) = |х— У]. 
Наиболее употребительны следующие виды норм: 
L}-Hopma — среднее значение на интервале [0, 7: 

де =. fre ) de}. (1.12) 
L*-HopmMa — atpeKkTHBHOe значение погрешности на 10, Г]: 

IF (2) lee = Lf re a. (1.13) 
М-норма — мажоранта для всех значений абсолютной погрешности: 

|| F (x) lar = max | f (x) |. (1.14) 

Последовательность {Xn} элементов пространства Х называется 
сходящейся к элементу хЕХ, если из того, что || хи — и = 0, 

11 N= 00 

следует существование такого хЕХ, что 

Xn №. 

Нормированное пространство А называется полным, если каждая 
последовательность {х„} сходится. 

Полное нормированное прострачство называется Банаховым или 
В-пространством. 

1.6. ТОЧНЫЙ И ПРИБЛИЖЕННЫЙ АЛГОРИТМЫ 

Пусть имеем задачу 

y = A(x). 
Обозначим А*(х) — приближенный алгоритм; х — приближенные 

значения исходных данных (х =х- А); A* (x) — приближенный алго- 
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итм в учетом вычислительных погрешпиостей и погрешиюстей исхол- 
ных данных. Тогда в общем виде вычислим погрешности: 

0 = A (x) — A* (x); 

62) = A* (x) — A* (x); 

69 —= A* (x) — A* (x). 

Полная погрешность может быть выражена в виде 

6 = A(x) — A* (x), 
отсюда 

ПО < 15| -- [8 2 || - 1 63 ||. 
Практический интерес представляют лишь те приближенные алго- 

ритмы, которые обладают свойством сходимости. 
Алгоритм обладает свойством схолихости, если существуют пара- 

метры, надлежащий выбор которых (при условии точного задания 
входных данных и Точного выполнения элементарных операций) 
позволяет сделать погрешность 6 сколь угодно мглой для входных 
функций из заданного класса. 

Система параметров называется минимальной для приближенного 
алгоритма, если отказ от любого из них нарушает свойство сходи- 
MOCTH. 

1.7. ТРЕБОВАНИЯ К ОЦЕНКАМ ПОГРЕШНОСТЕЙ 

С целью правильной организации процесса его результирующая 
погрешность должна оцениваться априорно. 

Точность алгоритмов представляется зависимостью нормы результи- 
рующей погрешности 6 от: 
нормы входных погрешностей 

eh = {Teri | бы, Пе. . › [бх | 
параметров минимальной системы Y = {¥1, %.,..., \;; норм (или 
их мажорант) погрешностей операций ов = {от, 0.,... ‚0;}. То есть 
6 = < (|| бхи, ^, 9) < бдоп, где бл — допустимая, погрешность. 

Нормы входных погрешностей, как правило, известны редко, чаще 

известны их мажоранты бу, { =1, п. 
Поэтому целесообразно точность алгоритма характеризовать сле: 

дующим образом: 

Г (6x, у, °) = ира (1 0, | у, 6), 

тогда |0 | < г (6х, %, 9) < бди — 
оценка погрешности решения задачи. 

1.8. ПОЛУЧЕНИЕ ОЦЕНОК ПОГРЕШНОСТЕЙ 

Рассмотрим некоторую лннейпую ограниченную операцию А (1х, 
х,..., Хь) над входами (х;,..., Хь) (А* — приближенная операция, 
определяющаяся вычислительным процессом). 

1



Пусть схема алгоритма имеет вид: 

| у = Ат (ит, И... уп; Хх Л...) Xp) 

= | — | Аз, 5..2, 9 хь жь.:., №) |. (145) 

| = [An (YT, Y2y 0+ +) Yai Xp Xap eee y Xp) 

Пусть известна оценка для разности операций _ 

| A (%1, х,..., №) — А*(хь Хх... №) < 6 (%ь \, ..., №5), 

если входные данные точные. 
В случае неточных значений входных данных имеем вместо си- 

стемы (1.15) следующую: 
- * ЖЖ Tk ~ 
yi Ау (91, У, ..., И; Ха, Хо... , Xp) 

- 73 АИ, Ул; Хь Х Xp) , у* = Y2 — 2 (И: , У», eee yg Yn; LD ee) р . (1.16) 

mi we pk ~ ~~ 
Уп An fi, Y2, cng Yn; xi, Хэ, ...у Xr) 

rE v о 
Оценка операции !| А; — А; | представляет собой линейную ком- 

бинацию мажорант входных переменных, выходных переменных и не- 
которых констант: 

анна 

п k . 

си; +b du Biiby; + > Вбр РТ, п. 
= ]= 

Вычтем из (1.15) (1.16): 
п k 

* с |. . 
|| Yi — Vi | SQ; + > Виби, + > 1х (= l, п. 

]1— I= ` 

Для мажорант выходных переменных получаем 
п k . - 

бу = а: | x B:j5y, + > Биби, i=1, п. (1.17) 
[= l= 

Выражение (1.17) является алгоритмом для получения мажорант 
погрешностей. Используя его и задаваясь допустимыми значениями 
выходных переменных, можно определить допустимые погрешности 
входных переменных. 

Задания для самостоятельной работы 

1. Округлить сомпительные цифры чисел, оставив верные значащие цифры 
2. Найти предельные абсолютные и относительные погрешности результата 

указанных операций у = y (ay, ay). 

2) а: = 11,44 0,01; а = 2,036 + 0,015; у=а, — а; у=а, ‘а... 
3) аа = л -Е 0,001; а. =со$ 25° - 0,001; у=а, — а; у=ау: . аз. 
4) а, = 2,8 — 0,3; а, = 25,8 - 0,05; у=а, 4%; у=а, /ао. 
5) а, = 2,56 -= 0,005; а, = 1,2-50,05; y = a; — Ae; Y= a, ‘ад. 
6) а, = 3,85 -Е 0,01; а. = 2,043 -- 0,0004; аз = 962,6 +01; 

у == (а: -- а2) /аз. 
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7) fa = 7,27 + 0,01; a, = 5,205 + 0,002; a3 = 87,32 +0,03; y = a,/(a; + 43); 
y = a,/a, 

ea, 8,6 0,06; ay = 86,4 = 0,2; ay = 68,7 +£0,05: y= aay !u5. 
9 a, = 315,6 + 0,5; “Ay = 72,5 + 0,3; ag = 53,8 + 0,04; y= aa Eat) 
10) а, = 186,7 + 0,4; a, = 66,6 + 0,2; ag = 72,3 40,3; y = ay/a, - 
11} л = 3,14; р == 54 + 0,5; а == 8,235 + 0,001; у = 12/4. Ра?. 
12) л= 3,14: D=72 40,3: d = 3,274 £0,002; y= 1/4 - Dd?. 
13) m= 3,14; D=35 40,1: d= 7,345 £0,001; y = 2/4 - Dd’. 
14) m= 3,141; D= 38 40,2; d = 6,362 +0,004; y= n/4 Dd. 

Глава 2. ЭЛЕМЕНТЫ ОБЩЕЙ ТЕОРИИ 

ПРИБЛИЖЕННЫХ МЕТОДОВ 

2.4. АППРОКСИМАЦИЯ И СХОДИМОСТЬ 

Пусть даны метрические пространства Х, У и функция [, опре- 
деленная на О(Г) < Х. Требуется решить уравнение 

f(x) =y*, y* EY. (2.1) 

Будем считать, что решение и* (2.1) существует и оно единственно. 
Необходимо отыскать приближенный элемент х*. Для этого раз- 

Фабатывается алгоритм, который выдает последовательность {х®)} 
иближенных решений, {х®, К =1, 2,... }ЕХ, причем так, что 

есть основания надеяться на сходимость: XO) ox, 
Возникают следующие задачи: ° 
1. Проверка, что действительно . 

lim x) = x*, (2.2) 
k-> 00 

2. Получение оценки для 

3. Оценка порядка стремления к нулю последовательности {0%}. 
То` есть, указывается такая последовательность {В»} —>0, что 

Ор < СВь, 

тде с — некоторая постоянная. 
Такая задача представляет интерес, если сходимость установлена, 

Ho нахождение оценки для ор затруднительно. | 
Для построения последовательности {x} применяется много 

методов, большинство из которых можно разбить на две группы: 
итерационные методы и методы сведения к более простым уравне- 
НИЯМ. 

Общая схема большинства итерационных методов состоит в сле- 
дующем. 

Уравнение (2.1) преобразуется к виду 

x= Q(x). (2.3) 

О:Х-—Х, причем О— такая функция, что х* есть единственное 
решение уравнения (2.3). 
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Произвольно полагают х@), тогда 

UTD = Q(x), k=0, 1, 2,.... 

Вводим пространства X, п У,, аппрок: 
симпрующие в каком-то смысле простраисл ва 

и У. Обычно Хи н У, — конечномерные 
Рис. 1. пространства. - 

Связь между парами Хи Х, и Уи, 
будем считать задаиной операторами (рнс. 1). 

ф,: Х — Хи; фи: Хи А; 

фи: У У; В: А, У). 
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Уравнение (2.1) заменяется на приближенное! 

Ги (Xn) = Wn (y*). (2.4) 

Оператор n—He обратный ф„. Обозначим решение (единствентое) 

уравнения (2.4) при каждом п х.Е Хи. 
Приближенным решением уравнения (2.1) будем называть элемент 

x) = Фи (xn) СХ. 

Заметим, что х") может не принадлежать области Ш (!), так как 
действует из Х; в Х, анев Вс. 

Близость приближенного решения х“”) к точному х* измеряется 
величиной ов = г. (х“"), х*). 

Наблюдается сходимость приближенных решений, если о„-— 0. 
fl=> oo 

Введем обозначения: Д(С)— область задания, R(C)— oOnactTb 
значений; С — оператор (С:И >И). 

Предположим, что Х и У — вещественные линейные нормиро- 
ванные пространства и уравиение (2.1) имеет вид 

Ах = у (2.6) 
А — линейный оператор из Х вУ. 

Единствениость решения уравнения (2.6) равносильна существо- 
ванию линейного оператора 4“! определенного на D(A™*) = R(A) 
и с озэластью значений Р (А!) == О(А). 

Пгедположим также, что уравнение (2.4) линейное, поэтому вместо 
[„ будем писать А: 

Ani Xn—>Yn. 

В дальисйшем считаем, что соблюдены условия: 
а} пространства Х„ и У, — конечномерные; 

63 D (А, — Хи; R (А, =У,; 

в} существует А; '; 
т) О (1) = Vy 
qj D{u) = АХ. 

Из а) —в) следует, что размерности А» и У„ совпадают и чго 
Ар п Ал! — ограниченные операторы. 
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Приближенное уравнение (2.4) зашлипется 
В виде 

AnX) = Pay”. (2.7) 

Будем считать, что уравиение (2.7) ап- 
проксимирует уравнение (2.6) (или опера- 
тор. А, аппроксимирует оператор A) на 
элементе хер (/), если мера анипроксима- Рис. 2 
ЦИИ 

  

Vn (x) = || Акфах — Ах у, -> 0. (2.8) 
И-> 

Условие аппроксимации: %„ (х) — 0. 
fl-> co 

На рис. 2 представлена схема аппроксимации уравнения (2.6) урав- 
нением (2.7). — 

Значительная часть результатов, относящихся к сходимости при- 
ближенных решений, может быть получена с помощью следующей 
теоремы. 

—1 и — — ж Теорема. Если и, =! А, |, (х*); © = ФФ —0 и QuQnx*—>x*, 
то имеет место сходимость приближенных решений. Точнее, 

Оп = xt) — х* | < Wyn + | Pn Qrx* — x" |.   

= || PnXn — x* || < || Фихь — Фифих* |-- 

+ | PnQnx* — x* | < | Фи ||. | Xn —~ nx" |! +- | Фифих" — х* |. 

AnXn = Vay* = QrAx*. 

ая" же < | А" [А фих" — Ан < Аи (9. 
{I x) — X* | |] Gal] «On + fi Фифих* — x* jj. 

  HlelicTButebHo, HMeem || x() — х* 
  

Следствие. Если’ А, аппроксимируют А на х*, и операторы 
—1 — we 

An и Ф„ ограничены в совокупности, и ф„ф„х* -— х*, то наблюдается 
сходимость приближенных решений. 

2.2. КОРРЕКТНОСТЬ 

Пусть Х, У — линейные нормпрованные пространства, А — линей- 
ный оператор из Х в У с областью задания О (А) < Х, кроме того, 
Хи У — полные пространства. 

Предполагается, что существуют оператор А”! и элемент у* ЕЛ (А) 
такие, что 

Ax = y* 

имеет единственное решение х*. 
При решении (2.6) необходимо считаться с погрешностями разного 

происхождения. 
Погрешности первого рода обусловлены возможными искажениями 

как в И*, так ив А. 
Тогда вместо (2.6) решается уравнение 

(А-В) х= У 1. | (2.9) 
15



Погрешности второго рода появляются в процессе решения (2.6). 
Их можно разделить на две труппы! погрешности метода; вычисли- 
тельные погрешности. 

Оператор А называется корректным, если А (А) = У и существует 
ограниченный оператор А“ 

Уравнение (2.6) называется корректным, если корректный опера- 
тор А. 

Рассмотрим сначала уравнение 

Ах = y* + 4. (2.10) 

Если А— корректный оператор, то (2.10) имеет единственное 
решение, которое обозначим х* -|- &, причем Ё удовлетворяет уравнению 

| 4$ =1 
так, что & = А. Поэтому 

ПЕЙ < АЗ. all. - (2.11) 
Теперь рассмотрим уравнение 

(A+ B)x=y*. (2.12) 

Если оператор В — ограниченный и малый по норме, справедлива 
лемма: 

Пусть Х полно, С — ограниченный оператор из ХвХи |С]|< 1. 
Тогда существует оператор [Ё - С]"! и 

ПЕ + С Ее 2S ИВ Су < ТОТ тс | 

(Е — тождественный оператор в Х). 
Пусть | АВ «р< 
Пусть уравнения (2. 5 (2. 10) и (2.9) имеют соответственно реше- 

НИЯ Х*, Х**, д 
Обозначим! 

и (4) =П АТ. | 47 |. 

Поскольку |} y*|] < 1 А. | то 
  

| p (A) ИВ in 
re ST") Taal i Ait ral (2.18) 

Это неравенство позволяет оценить относительную погрешность 
при определении х* через относительные погрешности в правой части 
и в операторе. 

Расемотрим вычислительные погрешности и ограничимся апосте- 
риорными оценками, реализация которых не зависит от происхожде- 
ния погрешности. 

Пусть хеО(А) — приближенное решение (2.6) и мы умеем воз- 
можно точно или с пренебрежимо малой погрешностью вычислить 
Ах. Элемент _ 

6 = Ax—y* 
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называется невязкой в (2.6), отвечающей приближенному решению х. 
Если оператор А — корректный, то с учетом (2.11) 

Je F<] AP] [Si 
Рассмотрим (2.9). Невязка 

| 6 = (A + B)x— (y* +0). 

Очевидно, что х удовлетворяет уравнению 

, (A+ B)x=y*+y+6. 
Тогда 

м p (A) [ie 
x* fl — В ИВИЛАИ° ПАЙ 

Ета | 
I y* || ` 

Пример 2.1. Mycts X=Y¥ =C[0; 1), D(A) =X u 

у = Ах 
5 

Звачает, что у (5) = \ х (14. Ю(А — множество функций, аннулирующихся 
в м . . 

Bes 0 , . _ 
чИуле и непрерывных вместе с первой производной. Оператор А имеет А“", 
Чфеделенный в области А (4). 

mE -1,,. 
oe " ° = A у, 

Be x (s) = dy s/ds. 

fy Однако оператор А- — не ограниченный оператор из пространства С вСи 
A) 

   
   

     

  

>Для нскажения '] в правой части уравиения нельзя выбирать в качестве У 
ть с Метрикой, более сильной, чем метрика С [0; 1]. Иначе не будет 

печено включение HEY. 

- 2.3. УСТОЙЧИВОСТЬ 

Уравнение 

AnXn = Wan | 

фхудшается в увеличением п за счет относительно небольших иска- 
ний в исходных данных и погрешностей второго рода, что приводит 

К грубым погрешностям при определении приближенного решения. 
в. `Обратимся к уравнению (2.6) Е 

.. — 1% 5 Ax = y*. 

5’ 

“Алгоритм приближенного решения этого уравнения разбивается 
38: два этапа: нахождение хи с помощью решения (2.7) и\, 
4 ; № * * ot 2%. 

- Ankn = Уп Уп = ny”, А: ae 

Я вычисление м") по формуле 
_ жж 

xy) — OnXn- 
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При составлении (2.7) обычно допускается искажение, в результате 
чего решается уравнение 

(A, + AAn) Xn = Yn + Ayn, 

где 4 — операторы из Xn B Yn», Ay; € У... 

Искажения АА, и Ayn пазываются погрешиостями в даппых задачи 
(для уравнения (2.7)). 

Наличие погрешностей второго рода ведет к тому, что найденное 

значение каркаса приближенного решения хи - Ах» удовлетворяет 
лишь тож деству 

(А, -- АА, (ха -- Axh) = yn - Ayn + Sn, 
где 6, — невязка. 

Как правило, невязку включают в искажение правой части (2.7) 
и поэтому в дальнейшем ее не учитывают. 

Назовем разностную схему (2.7) устойчивой, если при любом 
у, СУ» уравнение 

An (Xn -|- AXn) = Yn + Ayn 

имеет единственное решение х„-- Ах,, причем отклонение Ах, от 
решения х„ удовлетворяет неравенству 

|| Ах IIx, < с Аул у 

Где с — некоторая постоянная. 
ч 

Глава 3. РЕШЕНИЕ СИСТЕ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Рассмотрим систему п линейных уравнений с в неизвестнымн 
ХУ Хан: Xn! 

1111 +. @12Хо -- ... -- Qinkn = dj; 

BX + AgoX%o ee. + AonXn = a, 
(3.1) 

AnixX, -- Я п2Хо --... -- AnnXn = dn, 

где коэффициенты а;;, р / =1, п — действительные числа. 
Запишем (3.1) в матричном виде 

Ах = d, (3.2) 

где A= [aij\q, х = [х, Хь,..., Ан], Т — символ транспонирования. 
Решение систем линейных уравнений является одной из важных 

вычислительных задач, часто встречающихся в прикладиой матема- 
тике. (К решению систем линейных уравнений сводится ряд задач 
анализа, связанных с приближением функций, решением систем диффс- 
ренциальных и интегральных уравнений и т. д.) 

При формальном подходе решение систем линейпых уравнений 
несложно, если раскрыть определители в формуле Крамера. Однако, 
при непосредственном раскрытии определнителей решение системы с д 
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неизвестными требует лл| арифметических операций; уже при п = 30 
такое число операций недоступно современным ЭВМ. 

Другой причиной, но которой этот классический способ неприме- 
ним даже при малых п, является сильное влияние округлений на 
окончательный результат. 

Решением системы линейных уравнений (3.2) пазывается любая 
совокупность чисел ©, @,,...,@,, которая при подстановке в (3.2) 
вместо х1, х.,..., х„ превращает систему уравнений в тождества. 

Система уравнений (3.2) называется совместной, если она имеет 
решение. Если же решения нет, система называется несовместной 
или противоречивой. Если снстема (3.2) имеет единственное решение, 
то она называется определенной, и неопределенной — если она имеет 
более одного решения. 

Для существования единственного решения должно выполняться 
условие 4е+ [4] == 0. 

Методы решения систем линейных уравнений бывают точные н 
приближенные. Метод решения задачи относится к классу точных, 
если в предположении отсутствия округлений он дает точное решение 
задачи после конечного числа арифметических и логических операций. 

3.1. МЕТОД ГАУССА 

. Из точных методов решения систем линейных уравнений рассмот- 
рим известный из курса линейной алгебры метод Гаусса, реализация 
которого по схеме единственного деления требует выполнения п (41? — 
— 3n— 4)/6 арифметических операций. Рассмотрим решение систем 
линейных уравнений методом Гаусса но схеме Халецкого, для реа- 
лизации которой необходимо п (2п —1) арифметических операций. 

’Матрица коэффициентов А представляется в виде произведения 
двух треугольных матриц, т. е. 

А = СВ. (3.3) 

Матрица С — нижняя треугольная; В — верхняя треугольная, при- 
чем диагональные коэффициенты матрицы В равны единице. 

Подставим (3.3) в (3.2): 
- СВх = 4. (3.4) 

Обозначим 
Вх =у 

и перепишем (3.4) в виде 

Решение (3.5) называется прямым ходом метода Гаусса, решение 
(3.4) — обратным ходом метода Гаусса. 

Таким образом, первым шагом при решении поставленной задачи 
является разбиение матрицы А на две треугольные матрицы С и В. 

Коэффициенты матриц С и В вычисляются последовательно. Сна- 

чала вычисляется первый столбец матрицы С: си =ал, Г =1, п, затем 
вычисляется первая строка матрицы В: в; =ан/ал, =2, п, и эле- 
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мент и, == 41/411; затем — элементы второго столбца матрицы С: с == 

= 0,2 —Cj10,,, #=2, п, после этого вычисляются элементы второй 
строки матрицы В: 6: = (а: — «с» и элемент у. = (4, — си), 

[Со ИТ. Д. 
После того как будут вычислены элементы матриц С и В, а также 

вектор #, находятся искомые неизвестные хи 

a= Yn; 

п 

Xn—i = Yn—i — У bn—i, м. 
jon—it+] 

Алгоритм вычисления элементов матрицы С и В, а также элемен- 
тов векторов у и х удобно представлять в виде таблицы, например, 
длЯ П =5 

I WV Vil IX 

Ст ба бз Ва бь Ш ПП 

Cor Cog 065 6: 65 И, ШУ 

C31 Cap Cg за 6:5 И У 

Са база Св ба Обь И VIII 

51 652 655 Cay C55 Ys X 
хо Xs м %X — XI 

Последовательность вычисления элементов обозначена римскими 

цифрами. Для определения с:; необходимо умножить элемент таблицы 
с: Который находится слева от си в строке i, на соответствующий 
элемент таблицы 6,;, расположенный сверху от си в столбце ], 1 
получаемые результаты сложить. Например, для вычисления с4,4 нужно 
определить 

C4,101,4 + C4,200,4 + C4,303,4 = 64 4. 

Полученный результат вычитают из соответствующего элемента 
матрицы A: 

С4,4 == @4,4 — 04,4. 

Для вычисления элементов матрицы В и вектора у результат, 
полученный по аналогии с вычислением с;;, делят на си. Например, 

4,5 = С4,101,5 -- C4,2b2,5 + С4,303,5;3 б45 = (24,5 — 64,5) /[С4 4. 

Таким же образом вычисляют и уг: 

Уз == ба, -- 64,29, | С43Уз; И. = (4, — и: )/с4 4. 

Обратный ход — нахождение х; — осуществляется так: х, = у5. Для 
вычисления х, перемножают четвертую строку матрицы В на вектор 
х и вычитают полученное значение из у; 
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мпактном виде алгоритм имеет вид 
B KO __ 

| р, = 1 Е =, И Е =ан tS ln; 
1—1 _ ___ 

у: = d,/ai,1; Cr, i = Ap, i — ds Cp, j5;, г) ЮР =ри;: 1=2, п 
1 —= 

| 
ив = (а,в— У с), ВЕРЬ; 

и 
Yi = (d; — у, сиу) [с р Xn, n = Yn: 

j=! ; 

Xn~i = Yn—i— У в jXj. 
jun—t+l ` 

Пример 3.1. 
2361 2 

4212 3 

узи = Ш 
- 3 11 6. 4 

Составим таблицу из матриц С, В, векторов у и X: 

21 15 3 0,5 ги 
4 41 2,75 0 B 0,25 

С | 1,5 —6,125\ 1 —0,082 0,39 

3 —3,5 1,625 4,633 \\ 1 0,27 

0,95 —0,877 0,41 0,268 x 

7 I. Cr 1 = Ч; 1, i= 1,4: 

Me 6; = 4/03 Yr = 1/04 13 
Ш. Cog = Aq 9 — Cg 101 9 = 2—4 . 1,5 = —4; 30 =3— 1 ' 1,5 = 1,5. 

- М. bg 5 = (a 3 — со 16,3) /со,о = — (1—4. 3) = 2,75; by y= —16 — 2)=0; 

Ya = (dg — Cy 191) /€y.9 = —1/4 (3 —4 + 1) = 0,25. 
~ Ve 63 5= a3 3 — (C3 10) 3 + C3 by 5) = 1—(1 - 34+ 1,5 + 2,75) = —6,125, cy 3 = 

= O43 — (C4 1b) 3 + C4 969 3) = 1— (3 - 3 — 3,5 « 2,75) = 1,625. 
1 

Vi. 63,4 = (43 4 —С3 161 4 — С3 2бо 4)/С3 з = —6 12= (1— 1.0,5 — 1,5.0) = — 0,08. 

‚УП. Е —1-1—1,5 - 0,25) = 0,39; c, 4= 6— (0,5-3— 3,5-0 — 
— 1,625 . 0,082) —'4.633. 

QUI. yy = x, = (6—3. 1-Е 3,5 . 0,25 + 1,625 . 0,39)/4,638 = 0,27. 
братный ход метода Гаусса: 

Аз — Уз — X4b3 4 = 0,39 — 0,27 ° 0,082 = 0,41; 

x Ха = 9s — Хз6о 3 — Хаб 4 = 0,25 — 0,41 ° 2,75 — 0,27 ° 0 = —0,877; 

1 = 41 — X96) 9 — X31 4 — X4b 4 = | a 0,877 . 1,5 —0,41 . 3— 0,27 . 0,5 = 0,95. 

Проверим полученное решение: 

т 2.0,95 —3. 0,88 -- 60,41 -1.0,268 == 1,997. 
о е , ; вы ность в третьем знаке после запятой возникла за счет округлений при 

-. “Слении вручную. 
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3.2, МЕТОД ПРОСТОЙ ИТЕРАЦИИ 

Приведем определения основных норм в пространствах векторов 
и матриц. Если в пространстве векторов х = [х; х, ...х,|’ введена 
норма ||х|, то согласованной с ней нормой в пространстве матриц 
А называют норму 

"All = | Ax || 

| Al] = sup TT - 
  

Рассмотрим нормы вектора х: 

  к = max I xh 
а 

ИХ | — 21 
j= 

x= |/ еб 
t=] 

  
° 
’ 

где (х, х) — скалярное произведение вектора х на х. 
Согласованные с ними нормы в пространстве матриц следующие: 

A 

| Al], = max » Jaz;|, (3.7) 
l<i<n |=] 

п 

| Ally = мах », [ап (3.8) 
1<]<п 1=1 

| Al, = V max Ap, 
1<<п 

где D = Д*А, Ар— собственные значения матрицы 0; 4* — матрица, 
сопряженная с матрицей А. 

Простейшим итерационным методом решения систем линейных 
уравнений (3.2) является метод простой итерации. Система уравнений 
(3.2) преобразуется к виду 

x= Bx+e, (3.9) 
@ 

где 

В= 0; ву = —aijlaw i f=, a; 
и = 0; e; =d;/ay. (3.10) 

Итерационный процесс запивывается в виде 

ХТ = Вх Ре, #=0,1,2,.... (3.11) 

Для сходимости метода простых итераций при любом начальном 
приближении хб итерационного процесса (3.11) необходимо и доста- 
точно, чтобы все собственные значения матрицы В были по модулю 
меньше единицы. 

Носкольку это условие связано с необходимостью решения урав- 
нения 

|В— АБ | =0, 
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что в общем случае приводит к громоздким вычислениям (гл. 5), на 
практике применяется более удобтиый достаточный признак сходимости, 
связанный с попятнем пормы матрицы. 

Теорема (о достаточиом условии сходимосги метода простой ите- 
рации). Если !В|! < 1, то система уравиений (3.9) имеет единственное 
решение и игерационный процесс (3.11) сходится к решению со ско- 
ростью геометрической прогрессин. 

‚ Доказательство. Применяя к системе уравнений (3.9) нера- 
венство треугольника (2.3), получим: |1х || <<!) Bil - yx jl+ |lel], отсюда 
нх || (1 — | В|) < Лев или |х| < (1 — || В)" |е,’. Следовательно, 
система уравнепий (3.9) имеет единственное решение. Обозначим его 
х*. Введем обозначение г“ = х* — х*. Вычтем из (3.9) (3.11): 

ГЕ == Birk, 

Tlockospxy rr} = Br®, r? = Br! = Br’, очевидно, равенство г’ == В*19, 
По неравенству треугольника (1.11) 

rey < |, Belle [ee =] BUF: го]. (3.12) 

По условию теоремы !В!<1, следовательно, ||г’ ||-—0. Теорема 
К-— 00 

доказана. 
Для оценки требуемого количества итераций в целью достижения 

заданной точности А решения можно воспользоваться неравенством 
(3.12): 
` |! ИВ А Ro —___—_—. 

И" — "| < ТП [| xt — x®]}.   

Если в качестве начального приближения выбирается правая часть, 
TO 

| В |242 || x# — x* |] < PF Ilell. (3.13) 

Вычислительная схема метода простой итерации. 
1. Вычисляем элементы матрицы В и вектора е по (3.10). 
2. Вычисляем |В\||!. Обозначим 

п 

c= > bij, 1=1, 1; 
1 

|| Bi]= C= Max C;. 
l<i<n 

Если C <1, TO uTepalnoHHbili mpowecc cxognTca. 
3. В качестве начального приближения х выбираем вектор е: 

хо =е. Обозначим 6 = x* — e. 
Решаем систему уравнений 

6 —= Вх. 

Тогда 
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4. Вычисляем необходимое количество итераций для достижения 
требуемой точности А решевия: 

| Bue cht! 
allel = ae lial <A, 

  

отсюда 

НИС < Iga sil + Ig(1—¢) 
К>: ве а|е!, — A(1—C))| —1. (3.16) 

5. Реализуем, согласно вычисленному значению К, требуемое число 
итераций. 

Пример 3.2. Решим систему уравиений 

Ах = d, 

методом простой итерации с точностью АД = 0,05, где 

8 — 2 8 
А4А=|1 9 3 ’ 9 = 18|. 

2 —3 10 —5 

Вычисляем элементы матрицы В и вектора е по (3.10): 

0 1/8 —2/8 1 

В=| —19 0 —3/9 |; е= 2 |. 

—0,2 0,3 0 —0,5 

Проверяем условие сходимости 

- 1<у<п 

t. e. || Bily =0,5. 

Выбираем начальное приближение х9 = е. 

— 1. —9. +0 — — | x9 = 1; x) = 2; Хз = 0,5. 

Вычисляем А по (3.16): 

Helly = max. Je; |= 25 

K> > apg lig2— led let —0,5)]-1=6, 1—1; K=6, 

Вычисляем 5/ = Вх; i= 0,5; х/ = 81-4 хо: 

1=1. б = by ox) + by 33 = 1/8 (2 +0,5 « 2) = 0,375; x; = 1 + 0,375 = 1,375; 

бо = 6 151 + 62 зхз == 1/9 (—1- 1,5) =0,056; = 2,056; 

83 = bs 1x1 + bs 9%) =—0,2 +0,6= 0,45 ж=—0,5--0,4 =—0/1, 

t= 2. 8) = by 9X5 +, 45 = 1/8 (2,056 + 0,2) = 0,275; x] = 1 +0,275 = 1,275; 
65 = 1X1 + by 9X3 = 1/9 (—1,375 +0,3) = —0,120; x5 = 2—0,120 = 1,880; 

63 = b5 1X1 + 55, 9X5 = —0,275 + 0,61100,336; x3 = —0,5 + 0,336 = —0,164. 

i= 3, 6) = 1/8(1,880 +0,328) =0,276; x) = 140,276 = 1,276; 

65 = 1/9 (—1,275 4-0,492) = —0,087; x, = 2 — 0,087 = 1,913; 

65 = —0,255 - 0,492 = 0,237; x3 = —0,5 + 0,237 = —0,263. 
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ped, 6; = 1/8 (1,913 +0,526) = 0,305; x7 = 1 + 0,305 = 1,305; 

68 = 1/9 (—1,276 - 0,789) = —0,054; x} = 2 —0,054 = 1,946; 
62 = —0,255 +.0,574 = 0,319; x3 =—0,5 +-0,319 = —0,181. 

yd. 5; = 1/8(1,946 + 0,362) = 0,288; xf = 1 +0,288 = 1,288; 

6} = 1/9 (—1,305 + 0,544) = —0,084; x8 = 2— 0,084 = 1,916; 

64 = —0,261 + 0,584 = 0,323; x5 = —0,5 +-0,323 = —0,177. 

j= 6, 6, = 1/8(1,916 + 0,354) = 0,284; xf = 1 +.0,284 = 1,284; 

6) = 1/9 (—1,288 + 0,531) = —0,084; x8 == 2— 0,084 = 1,916; 

- §, = —0,258 + 0,578 = 0,320; x3 = —0,5 4-0,320 = —0,180. 

6 ew a 

. Полученные значения x; принимаем за решение системы линенных уравнений 

точностью АД = 0,05; 

ХЕ = 1,28; хх = 1,92; xt ~ —0,18. 

3.3. МЕТОД ЗЕЙДЕЛЯ 
— 

„Итерационный метод Зейделя отличается от метода простой ите 
nan тем, что на (А -- [)-й итерации при, вычислении {1-й компоненты 

тора х* используются значения х!"', © !',..,, хН , вычисленные 
“этой итерации. Итерационный процесо Зейделя имеет вид 

\ 

=> bi, ix} + ey; 

Е Rl it XQ’ = bo, 1x Е Py bo, jXj 63, 5s (3.17) 

e e e e e e e e e e e 

nl 
k+l k+] 
er = > Bn, jx + ep.   

J 

В матричном виде система уравнений (3.17) имеет вид 

4 XAT] = Cxetl a Dxk te, (3.18) 

го 0 ... O 07 

0..0 0 
С = bs, | b3, 2 ... O 0 ; 

  , ыы coe bn, n—1 0 

me р. 2 bi,3. . Od, n—!| р, п 

0 0 роз. . В», n—| bo, n 

| On, | 

00 0 ...0 bron 
00 0 ...0 0 
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Для сходимости метода Зейделя несбходимо и достаточно, чтобы 
все собственные значения матрицы [2 -+ (С — 2) ^] были по модулю 

меньше единицы. 
Уравнение |2 -+ (С — Е) ^| =0 эквивалеитно уравнению 

а, 1А а1,2 аз «6+ An 
а, 1№ @2,2^ Q2,3 «6. @2,н 

=0. (3.19) 

Qn, 1A An,oW Qn, ЗА... Qn, nd 

Поскольку условия сходимости метода простой итерации связаны 
с решением уравнения | ВЫ ЛЕ! =0, а условия сходимости метода 
Зейделя — с решением (3.19), области сходимости метода простой 
итерации и метода Зейделя различны, т. е. может оказаться, что для 
некоторых систем метод Зейделя сходится, а метод простой итерации 
расходится, и наоборот. 

Для того чтобы избежать необходимости решения (3.19), проще 
пользоваться достаточными условиями сходимости метода Зейделя. 

Теорема. Пусть при всех { выполняется условие 

У а, ча, , i= Ta g<l (3.20) 
f= 

xt 

Тогда ' 

| хе < gl x® — x* |, 

Для определения требуемого количества итераций можно пользовать- 

ся (3.13). 
Вычислительная схема метода Зейделя. 
Для реализации метода Зейделя необходимо следующее: 
1. Проверить выполнение (3.20). Если оно выполняется для всех f, 

то вычисляем элементы матрицы В по (3.10): 

=, Нарв ijol,m 0,50; e =dj/ai;,¢ 

2. Вычислить норму матрнцы В! 
\ 

| Bil, = тах | 1] = С; с => | b:, 7. 
l<i<n j= 

i 

3. Выбрать в качестве начального приближения х8 =е, 
Определить необходимое для достижения требуемой точности 

количество К итераций по (3.16). 
4. Представить итерационный процесс (3.18) в виде 

i—] п 

1 . а ~ =i eth Sb xk i= ln xi Boi + ep ty j xj . {yf 
т - 

k A №. К k 
6; = > b;, Ур м” — 6; -|- ey 

]1= 

и реализовать его К раз. 
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р 3.3. Решим систему линейных уравнений Ах = 9 методом Зейделя 
ю А=0,01, где 

6 —1 1,5 78 
A=j! —8 0,5}; d=|{—1,5]. 

3 —! 15 —4 

Проверяем достаточное условие сходимости; 

са = (11а; ! -- 141,31 )/ та 1| = 2,5/6 == 0,417; 
са = (Таол! Е 142 31)/| @оо | = 1,5/8 == 0,19; 

сз = (1@31 1-1 32| )/ 143 3 | = 4/15 = 0,27; С =0,41, 

Приме 

с ТОЧНОСТЬ 

овие сходимости выполняется. 

Вычисляем элементы матрицы В и вектора е: 

0 --1/6 —1,5/6 —1/2 

:-| 1/8 0 и | =| 5 

—1/5 +1/15 0 —4/15 

В: = max с; = 0,417. 
1<{<п 

Усл 

Выбираем начальное приближение хб = е: 

xy = —0,5; x, = 0,188; x, = —0,267. 

Найдем требуемое количество итераций для достиження точности решения 
‚А = 0,01: 

ВН (3.21) 
lle llz = 9,9; T=1b1, |e ls <4 

| 
K>—l + peg lg A= le (Me th) + Tel — ©); 

K +1 > [lg0,01 — 1g0,5 + 150,583] /15 0,417 = 4,9; К =4. 

k=0, 

15 4 Вычисляем 6} = 61 2х2 -- by 5X3 = 1/6 (0,1 +- 5’ а) = 0,043; 

ж = —0,5 +.0,043 = —0,457; 

65 = by 1X} 1+ by x9 = 1/8 (—0,457 — 2/15) = —0,074; 
x3 =0,199 — 0,074 = 0,114; 

63 = by 1x1 + bs ott = 1/5 (-++-0,457 + 0,038) = 0,099; 
#8 = —0,267 4.0,099 = —0,168. 
R=1. 61 = 1/6 (0,114 4- 0,252) =0,061; x? = —0,5 +.0,061 = —0,439;, 

6» = 1/8 (—0,439 — 0,084) = —0,065; x2 = 0,188 — 0,065 = 0, 123: 

65 = 1/5 (0,439 +.0,04) = 0,096, x2 = —0,267 +.0,096 = —0, 171; 
#=2. 08 = 1/6 (40,123 + 0,256) = 0,063; x2 = —0,5 + 0,063 = —0,437; 

65 = 1/8 (—0,437 —0,086) = —0,065; x2 = 0,188 — 0,065 = 0,123; 

63 = 1/5 (0,437 4-0,041) =0,0956; x? = —0,267 0,096 = —0,171, 
Takum Образом, после трех нтераций получено решение с точностью ДА = 0,001: 

x* = [—0,437; 0,123; —0,171]7. 
П и i метод ученый результат показывает, что метод Зейделя сходится быстрее, чем 

Ростой итерации. Так, при решении этой задачи методом простой итерации 
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для достижения точности решения А = 0,001 потребовалось бы семь итерани; 
вместо трех по методу Зейделя. 

В приложении приведены программы, реализующие схему Халец, 
кого (программа XALS) н метод Зейделя (программа 2ЕТ). 

Задания для самостоятельной работы 

1. Решить систему линейиых уравнений (3.1) методом Гаусса по схеме Халоц. 
кого. Вычисления проводить с точностыо А = 0,0001: 
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4 12 0 23 —3 7 
16 8 5 24 4 18 

19. д=|3 56 1 16 1}; del] 4 
55 4 62 1,75 | 1 

1 t 23 05 8 —8 
3 12 -1 22 — 5 - 
14 7 5 26 4 ‹ 17 

20. А=| 3 54 6 1 |; 9=| 25 
45 2 4 58 41,5 9 

—3 1 20 | 8 |g 

2. Используя метод Зейделя, найти решение (3.1) с точностыо А, -= 0,0001 и 
А, = 0,001. Сравнить погрешность полученпых решений. 
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30 

       



10. 4 = 

12. А =   | 0,1 
13. А == 0,2   1,3 

—0.6 
0,5 
0,4 

12 
—0,2 

0,7 
1,2 

14. Л = 

15. 4 = 

А!’ 

0,5   

0,2 

7 

20, A= 

I 

09 
10 
0,6 
0,5 

|] 
15 
0,9 
0,7 

- 

[,o 

17 

0,3 

I ,1 

I, 1 

17 

1,2 

0,7 

1,3 

16 

0,6 

0,9 

1,3 

20 

1,2 

0,9 

1,1 

10 

0,6 

0,7 

21 
0,9 
1,1 

0,9 
14 
1,2 
0,5 
0,7 

0,9 
0,3 
0,9 
12 
0,9 
0.5 

0.4 
|2 

0,8 
0,6 
1,5 
8,5 

0,6 
1,3 
11,5 
1,6 
0,7 

0,4 
0.8]. 
0,4]? 

0,6 
1,2 
0,5 

12. 

0,2 

0,8 

0,7 

12 

0,8 - 
—0,6 1,0 

? 

0,6 
1,4 
10 
1,4 
0,8 

[1 
1,6 
0,5 
1,3 

[31 

0,8 

1,9 

12,5 

1,3 

0.5 

14 

0,4 

0,6]? 
12 _ 
0,8 - 

1,6 
0,6 

16 _ 

0,4 - 

0,9 
0,5 

10 | 
0,G- 

1,4 

0,7 
16 | 

0,8 
1,4 

0,4 

16 
0,6 

  
  

w
e
 

8 
0,6 
Lt | 
0,4]? 
10 

    
104 

5]   
—11 

—11 

  
31



Глава 4. РЕШЕНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ 

УРАВНЕНИЙ 

Рассмотрим векторное уравнение 

F (x) = 0, | (4.1) 
где Е — вектор-функция, х — вектор. 

—F=[F,, Fy.) Fal’. 

4.1. МЕТОД ПРОСТОЙ ИТЕРАЦИИ 

Преобразуем (4.1) к виду 
x= g (x), (4.2) 

rhe $= [81 8» + Ви. 
Итерационный процесс, который решает (4.2), запишем в виде 

хе = 0 (х“), k=O, 1, 2, .... (4.3) 

Отображение д: Х — Х, где Х — банахово пространство, называется 
сжатым, если для любых х!, х? СХ выполняется неравенство 

[8 (х") — & (| < 9х — | 9<1. (4.4) 
Если отображение g: Х-—-Х — сжатое, то (4.2) имеет единствен- 

ное решение х*: 
т 9 

1—9 

В достаточно малой окрестности решения х* уравнения (4.2) для 
приближений методом простой итерации 

к" — хе g (xm) — 8 (х*) = В(х" — х*), (4.6) 
в [| 

  |<“ [м — 20|. (4.5) 

где 

L, j= ’ п. 

  

e 

х* дх] 

Таким образом, условие сходимости метода простой итерации име- 
ет вид 

1В|=9< 1. (4.7) 
В этом случае отображение сх будет сжатым, а приближения х* 

будут сходиться к решению х* со скоростью геометрической прогрес- 
CHH. 

Аналогом метода Зейделя при решении нелинейных систем урав: 
нений является итерационный процесс, согласно которому последова- 
тельные приближения определяются из соотношен! й 

k+l _. К К . \ 
ж+ = д, (х", №, cory x?); | 

  

ЖЕН = а, (ХР, xk, ..., xh); 

e ® e ° ° . e ® ° . ° ° › (4.8) 

КН = (РН, ..., ХАН xk, ... Х); 

кН = да, жд. а 0). 
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Метод простой итерации является методом y А 

первого порядка, т. е. zt 
|| x¢+! — x* IL < C |x? —x*]], na VN , 

O]/x т» 
где С — постоянная величина. 4 x x 

При решении систем нелинеиных уравне- 

ний необходимо определять приемлемое на- 

чальное приближение. Для случая двух урав- 
нений с двумя неизвестными начальное при- 
ближение (отделение корней) находят графически. Для случаев систем 

внений с большим числом уравнений отделение корней может быть 
выполнено другими методами (аналитическими, методом проб). 

        

  
Рис. 3 

Пример 4.1. Рассмотрим систему уравнений (рис. 3) 

и (х-- 1) — у=0,5; 
tym, (4.9) 

Найдем решение этой системы методом Зейделя (4.8). 
Представим (4.9) в виде (4.2): 

х = 21 (х, у=У!1-— 17; (4.10) 

y = 8 (x: y) = sin(x+ 1) — 0,5, 

- Для определения начального приближения х, 10, принадлежащего области 
‚сходимости 

( Р={а<х<ь с<у<4}, 

„построим графикн функций; 

: при х=1 y=sin2—0,5=0,41; 
при х= 0,8 у= $11 1,9 — 0,5 = 0,47. 

Решение задачи будем искать в области 

  

  

< р = {0,8<х<1; 0,41<у< 0,47}. 

Определим матрицу В: 

| де, да» у dg, да От 1 2, 0 2 
ax SED: 5 Vinp dy д = 

B= cos (x + 1) 0 

0 |i 
| 

- ИВИ. = max fe |); f = "Вы = max eos (r+; at 
= max {cos 1,14, 2! |- —045<1. 

| п То 

Таким образом, итерациоиный процесс (4.8) сходится в области О, 
ереходим к реализации процесса 

rhb] = gy (xk, yk) = V1 — (y*)?; 
yk+l = gy (xk-+1 , yk) = sin (x*-+1 + 1) — 0,5. 

`Выбираем x® = 0,85; y° = 0,46; 

tas VY] —(y)? = 0,887; y2 = sin (x! + 1) —0,5 = 0,450; 
2 5-1458 
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x2 = У 0,7975 = 0,893; y2 = sin 1,893 — 0,5 = 0,448; 
x3 = Y0,7973 = 0,894; y3 = 0,448, 

Mpopepxa: x4 -+- y; = 0,2007 + 0,7992 = 0,9999. 

Таким образом, с точностью до А = 0,001 решение задачи (4. 9) в области Г) име- 
ет вид: х* =: 0,895; y* = 0,448, 

4.2. МЕТОД НЬЮТОНА 

Рассмотрим нелинейный оператор ЕЁ: Х —Х, Х — банахово прост- 
ранство и линейный оператор G: X +X. 

Определение. Оператор @ назовем производной оператора F (x) в 
точке хЕХ, если 

lim ПРЕ ЕРО АИ (4.11) 
ВХ их 
ЕХ 

Обозначим производную оператора F (x) yepe3 F’ (x) = G. 
Пусть х* — решение уравнения (4.1), х^ — некото: ое приближе- 

ние к решению х* 
Если значение “|px* — хи | х мало, то в предположении существо- 

вания Р’(х) с учетом (4.11) напишем: 

Е (х^) + Е’ (х*^) (х* — х^) =Е (х*), 
ИЛИ 

Е (х*) -+- F’ (x*) (x* — x*) = 0. 

В предположении существования [Е’ (х)]"! 

хе = x* — [F’ (x*)] “IF (x4). (4.12) 

Итерационный процесс (4.12) называется методом Ньютона. 
Обозначим область До Х: О == {х: | х— х*|| < а}. 
Пусть выполняются следующие условия: 

Р’(х) — оператор сжатия, т. е. 

ПР’ (х*) — Р’ (у) к < 9х — уйь, х, УЕР; (4.13) 
IF’ (x) IIx < В, хЕр; (4.14) 

|| IF” (Xq) TF (Xp) [х < Со. (4.15) 
Тогда итерационный процесс (4.12) сходится к решению х* с оцен- 

кой погрешности 

еж [х-= аа — х* 9, 
где 4 = 64. 

При этом 

| x*— xl], < I/d(lL—V1 — 2de,) =a, < a. " (4.16) 

Отсюда, вычислив а, оцениваем пеобходимое количество N ите- 
раций для достижения заданной точностн А решения x* (4.1): 

а” < da, 
ИЛИ 

be (dA) (4.17) 
13а М < log, p; p=



Вычислительная схема. Для реализации метода Ньютона (4.12) 
необходимо: 

1. Определить F’ (x); 
о. Определить область D = {х:||х—х*||х < а} либо графически, 
ибо аналитически при я > 2; (о 

3’ Для выбранного начального приближения х ЕД вычислить 

    

а | 01 (ко) 
JF’ (x,) [ == тах У |5 | =6.. (4.18) 

. 1<1<п j=! ] 

-4. Определить 

[F’ (x)? = [pij (x°)]". (4.19) 
5. Найти 

|| UF’ (x°)] “*F (x°) |]x = max | 1; (x°) | = Cp. (4.20) 
l<i<n 

‹ 6. Вычислить первое приближение: 

Xp = Xp >: Фи (x) fi(x); i =I, x. (4.21) 
. j= 

‘7. Haiiru из (4.13): 

9, = max |x, — x; |) (4.22) 
1<{<п 

° q, = тах ps (fis (xt) — fi; (у); (4.23) 
: l<i<n\j=l 

= 9 = 9, / 91. (4.24) 

‘8. Вычислить коэффициент а по формуле (4.16) 

a, = (1 —V 1 — 26,9¢,)/b99. 

9. Оценить количество итераций М: 

(5094) , — а ; N = log,p. 
к 

~ p=lg   

10. Реализовать итерационный процесс (4.12) для Ё =1, 2, ..., М. 

Пример 4.1. Найти решенне системы уравнений 

fi(x, y) = 2х —3=0; 
Pee thay sao} (4.25) 

методом Ньютона, при этом добиться точности Д = 0,001. 
Определим Е’ (х, у): 

ии 12-1) ed 
Е (х, и= 5, 2(и—2)]' 

Определим область О. 
оскольку графики функций f, (x, ¥), |, (х. У) окружности радиуса 2 и 3 

Тветственно с центрами в точках (—1; 0) и (0; 2), область 2 имеет вид 

р = {0,8 <х<0,9; —0,9>у>—1. 

Выберем начальное приближение хо = 0,8; 19 = —0,9. 
23 
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Определим матрицу [Ё” (х)] =: 

I ; a1 2 |, 
[F’ (x, y)] = Ty, /) en eal: 

A(x, y) =2(y—2x)—4, ` 

Для системы (4.25) итерационный процесс (4.12) имеет вид: 

l 
ХАН = xk АО, ий [yefy (x®, уп) — (уе — 2) | (к, 91]; 

1 ktl — yk 1. yk k. yk) —(xk ko yk 
у у TT ak, gh "©", 9") (x +1) Ff, (x®, и*)]. 

Вычислим %:11 Е’ (х0) ||| == max {5,4; 7,4} = 7,4 = dp. 
Найдем со: 

[F’ (x9]J-2F (x0) = [FO |. | oon 
~ |—0,006)’ “0 ~~" 

Onpegenum x2 4 y}: 

xi = 0,8 + 1/9 (—0,9 - 0,05 + 2,9 - 0,5) = 0,8 -+0,0111 = 0,811]; 
y = —0,9 + 1/9 (0,8 - 0,05 — 1,8 - 0,05) = —0,9 —0,0056 = —0,9056. 

Найдем 9:9, = тах {0,0334; 0,0334}; д, = 0,0334; 9, = тах {0,0111; 0,0056}= 

= 0,0111; о = 0,332; 

Вычисляем радиус сходимости ао: 

d = 6,9 = 2,4568; а, = 1/2,4568 (1 — У 1—0,0545 ) = 0,0113; 
N > (—Ig A — 1g d)/Ig a9 = 1,4; М=2. 

Реализуем нтерационный процесс (4.26): 

Я (21, y®) = 1,479 + 1,6299 — 3 = 0,1019; 
f. (x1, у1) = 1,479 + 3,6224 — 5 = 0,1014; 

A(x!, yl) = —4— 2 . 2,5278 = —9,0556; 
x2 = 038111 — 1/9,0556 (—0,9056 - 0,1014 ++ 2,9056 - 0,1012) = 0,7889; 
y? = —0,9056 — 1/9,0556 (0,8111 - 0,1012 — 1,8111 - 0,1014) = —0,8845. 

Решение (одно) системы с точностью ЛА = 0,001 следующее: 

x* = 0,789; y* = —0,894. 

Применим рассмотренные методы простой итерации и метод Нью- 
тона для уточнения изолированного корня скалярного уравнения 

Ё(х) =0. (4.27) 

Уравнение (4.2) приобретает вид 

x = g(x). (4.28) 

Запишем итерационный процесс (4.3); 

Же = g(x"), (4.29) 
Условие сходимости: 

|= (*) |< 1, хЕБ. (4.30) 
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Итерационный процесс Ныотопа (4.12) в случае, если найдено 
достаточно хорошее начальпое приближение, следующий; 

ии. (4.31) 

4.3. ОТДЕЛЕНИЕ КОРНЕЙ 

Для отыскания начального приближения к корню (изолированно- 
му) уравнения (4.27) необходимо отделить корни, т. е. найти отре- 
30K [а, ] с КЮ, внутри которого имеется единственный корень. 

В случае трансцендентного уравнения (4.27) корни отделяются 
графически. Если функция 

f(x) = Ух", (4.32) 
{=0 

то‘для отделения корня необходимо, чтобы выполнялись условия 

f(a) F(6) < 0; (4.33) 
Е (а) [ (6) >0, (4.34) 

т. е. на концах отрезка [а, 6] функция должна менять знак и быть 
монотонной внутри [а, 6]. 

Для определения начальных концов отрезка [5,, 6:], в котором 
мегут выполниться условия (4.33), (4.34), можно воспользоваться 
равенствами | 

= | тот {1а:|}; (4.35) 

6. = 1/1 т ах {ait }- 

Если [(6,)1(6:} >0, то отрезок точкой 6, = (6, —6.)/2 делится 
пополам и рассматривается либо [6 6.], либо. [6., 6:|, в зависимости 
от того, на концах какого из них выполняется (4.33). После этого 
также половинным делением добиваемся выполнения (4.34). 

Далее для уточнения изолированного корня применяем либо ите- 
рационный процесс (4.29), либо (4.31). 

Для выбора начального приближения в методе Ньютона необхо- 
димо проверить выполнение условия 

f(c)f’ (c)>0, c=b nan c=a. (4.36) 

(Касательная к точке с проводится со стороны выпуклости функции.) 
За начальное приближение итерационного процесса (4.31) выби- 

рается тот из концов отрезка [а, 6], в котором выполняется усло- 
вие (4.36). 

Пример 4.2. Найдем изолированный корень уравнения в точностью А = 0,05 
методом простой итерации: 

f (x) = x8 +. 2x4 — 5x8 4 6х2? —4х—3=0, (4,37) 

Отделим корень (изолированный) 
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л f Для удобства вычислений с целыо проверки усло- 
| вий (4.33), (4.34} запишем ./(х) и Г’ (х) по схеме Гор- 

нера: 

Г (к) = ((( 2) х— 5) х-Еб)х —4)х— 3; 

Ё (х) = (((5х- 8) х— 15) х-|- 12) —4. 
f (bs) =F (7) > 0; fF (bo) = FU) <0; 

      
XL; xy : Г (1/3) < 0; р (7) >0. 

7 $ ^  Делим отрезок [1/3, 7] точкой 6, = 3 на два (|1[(7)| > 
| а »117(1/3) 1); (>; [' (3)>0. Условие (4.34) ta 

отрезке [1/8, 3] пе выполняется, 6.=2; 1[(2) = 
= 37 >0; f’ (2)>0. 

Puc. 4 Еще раз делим отрезок [0,3; 2] wa gpa: by= 1, 
(1) =—3<0; Г()=6>0. 

Таким образом, на отрезке [1; 2] отделен изолированный корень. 
Поскольку |{ (2}| == 37 больше, чем |{(1) |= 3, разделим [1; 2] точкой 6; = 

— 1,5 на два: [1; 1,5], [1,5; 2]. 
# (1,5) = 5,4 > 0; f’ (1,5) = 30,7 > 0. 
Получаем отрезок [1; 1,5], 
Уточним значение корня на этом отрезке методом простой итерации, 

Преобразуем уравнение (4.37) к внду 

a 
  

x= g(x) = V (8-+ 4x + 5x5 — 2x4 — x9)/6 § 
, 5х4 +. 8x3 — 15x? — 4 

8 ) = 75a Gp 4x pox — Det — 8) , 
|g’ (1) | = 0,4 = 9%; |g’ (1,5) | = 9,98. 

  

  

Условие сходимости выполняется, 
Выбираем начальное приближение х0 = 1. 

x! = g(x) = У З3/2 = 1,22; 

x? = g (x!) = V1,6417 = 1,26; 
x3= g (x2) =} 1,6833 = 1,27, 

x* =~ 1,27. 

4.4. МЕТОД ХОРД 

Если имеется хорошее начальное приближение к корню х” урав- 
нения (4.27), т. е. корень отделен на отрезке [а, 6], то для уточне- 
ния значения корня может быть применен метод хорд. Концы отрезка 
[а, 6] соединяются хордой и за следующие приближения принимаются 
значения абсцисс точки пересечения хорды с осью Ох (рис. 4). 

За начальное приближение х выбирается тот из концов отрезка 
[а, 6], для которого выполняется неравенство 

Ё(с) Г (©) < 0; с=а или с=ь. | (4.38) 

Для получения формулы метода хорд воспользуемся формулой Ла- 
гранжа. | 

Если функция /(х) дифференцируема в [а, 6], то. 

6 —а 

’ b) — f(x) = j (a) 
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‚ Отсюда получаем итерационную формулу 

де Г. (4.39) f (x*) — f(x)? 

‚ где х равен тому из копцов отрезка [а, 6], в котором выполняется 
условие (4.38). 

4.5. КОМБИНИРОВАННЫЙ МЕТОД 

Суть этого метода заключается в том, что приближения для 
искомого значения корня уравнения (4.27) вычисляются с двух сто- 
‚рон внутри [а, 5]. С одной стороны ‘вычисления производятся по 
‚методу Ньютона, выбирая в качестве начальпого приближения х' точку, 
`в которой выполняется неравенство (4.36), с другой — по методу хорд, 
„выбирая в качестве хо точку, в которой выполняется неравенство (4.38). 

Этот метод применим, когда |” (х) на [а, 6] сохраняет знак, т. е. 
‘при выполнении условия [” (а) [" (6) > 0. 
__ Начинаем вычисления по (4.31) и находим х!. Пусть } (5) [" (6) > 
“S>0, Torza x° = 5; 
: f(x?) _ p__ Ft) 

f’ (x9) РО 

‚По методу ‘хорд находим х?: а =a; bl = x}, 

| (а — 61) | (@°) 
‹ Ё (а) — f (5+) " 

Для Ё-го приближения получаем формулы 
f (5%) . (а® — БАН) 7 (а®) 

bet+i = bk — 7 (67) И ат" = qk — (а) —f (bk+1) ’ (4.40) 

ИС в (BR a+) f (6K 

  

ь xi = x9 — 

Хх = а! = @ — 

    

-” 

  

  

Получаем вложенные отрезки [ал, 6] < [а,—1, б-|<... © [а,. 6]. 
Оценка погрешности может быть произведена по формуле |6, — 

— | < 2А, тогда 
x® ws (a® + D*)/2, 

‘где Д — требуемая точность вычислений. 
Вычислительная схема. 
|. Отделение корня (определение [а, 65]) методом половинного де- 

‚ления, т. е. проверка условий: | 

f(a) F(6) <9; 
f’ (a) f(b) > 9. 

. 2, TIpopepxa yenosua [” (a) [” (b) > 0. 
_, 9. Если условие п. 2 выполняется, то проверяются условия (4.36), 
(4.38) для выбора. формул метода (либо (4.40), либо (4.41). 

. Вычисление очередпых приближений по формулам (4.40) или 
(4.41 
--'S. Оценка точности: | — 0% | < 24, 
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6. Если это условие не выполняется, повторяем вычисления 
по п. 4. 

Пример 4,3. Вычислить с точностыо Д ==0,01 корень уравнения 

f (x) = x8 + 2x4 — 5x3 + 6x? — 4x —-3 = 0. 

Отделим корень. Для этого запишем Хх), |” (х), }” (х} по схеме Горнера:; 

f (x) = ((((х 2) х— 5) x +6) x —4) x—3; 
f! (x) = (((5x + 8) x — 15) x + 12) x — 4; 

f" (x) = ((20х -+ 24) x — 30) x + 12. 

Определим отрезок, на концах которого ] (х) меняет знак. 

f (1/8) <0; f (7) №0; [(2) =37>0. 

`Проверим знак f’ (x) wa [0; 2]. 

f’ (1/3) <0; fF (2) > 9. 

Делим otTpe30K nononam: f (1) = —3; f’ (l) =6>0. 
Таким образом, внутри отрезка [1; 2] расположен один изолированный корень. 
Вычислим /” (1) = 26; Г’ (2) >0; 

Г (ИР (2) > 0; FC) PC) << 95 F (2) 7" (2) > 0. 

По методу Ньютона начинаем вычисления с 6° = 2, по методу хорд с а9 = |, 
т. е. по формулам (4.40): 

= 0 — } (0) /{" (50) =2 — 37/194 = 1,64; f (64) = 15,2; 
ai = a9 — (a9 — b1) f (a°)/[f (a®) — f(b} = 1+ 3 - 0,64/18,2; 

at = 1,11; f (a1) = —2,25; }’ (БА = 46. 

Оценим погрешность: | b1— at|=0,53 > 2A. 
Вычислим 5 и а?: 

62 = 1,64 — 15,2/46 = 1,31; f (6?) = 0,86; р’ (5?) = 18; 

a2? = 1,11 +0,2. 2,25/3,11 = 1,255; 

152 — а? | = | 1,310 — 1,255 | = 0,055 > 24. 

Вычислим 63: 63 = 1,31 —0,86/18 = 1,260; 
163 — а? | = | 1,260 — 1,255 | = 0,005 < 0,02 = 24. 

Таким образом, с точностыо до ДА = 0,01 значение корня составляет х* = 1,255. 

4.6. РЕШЕНИЕ АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ МЕТОДОМ 

ВЫДЕЛЕНИЯ КОРНЕЙ 

Рассмотрим уравнение 

Е(х) = У ад = 0, (4.42) 

где коэффициенты а; — действительные числа. 
Требуется найти все корни уравнения (4.42). 
Если представить [(х) в виде (при условии, что п — четное, со- 

множитель х -|- с..1 отсутствует) 

nt [1/2] 

P(x) = De aah = UT (x? + вых + сы) (асы), (4.43) 
| 
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То задача нахождения всех корней уравнения (4.42) сводится к на- 
хождению корней уравнений вида 

Хх -- сих - с, = 0. 

Для представления {(х) в виде (4.43) поступаем следующим об- 
разом. В уравнении (4.42) отбираем три первых члена х* -|- A,X + As, 
если вычисление корней начинаем с наибольших по абсолютной ве- 
личине, или три последних члена а„_1х -- ах -- а„.1, если вычисление 
корней начинаем с наименьших по абсолютной величине. 

Разделим }(х) на трехчлен х” -- рх-- 4, обозначив р = а.; 9 =а, 
или р=а,/а, 1; 9=а,.1/а,_1. Если бы значения х. = —р/2- 

У 2/2 —9 были корнями уравнения (4.42), то }(х) разделилось бы 
без остатка на x*-+ px-+ gq. В противном случае в остатке получаем 
b,X% - (а. — 96,_:). Значение остатка характеризует степень откло- 
нения х, и х, от истинных значений корней. 

Внося поправку в значения ри 4, снова делим [(х) на трехчлен 
х2 - рх--д ит. д., пока с заданной точностью не получим значения 
корней. 

Далее поступаем таким же образом с полученным полиномом 
п— 2 степени и т. д. 

_ Деление [(х) на трехчлен х? -- рх +4 будем проводить по схеме 
Горнера. Коэффициенты 6, полинома &(х) как частного от деления 
f(x) Ha x? + px +g: 

f (x) = g(x) (x? + px +q)+ R(x) (4.44) 

вычисляются по алгоритму 

9 =а; b,=a,— pb, В, =а— р — 96); #=3, n+1. (4.45) 

Для обеспечения быстрой сходимости итерационного процесса 
прежде, чем вычислять поправки Ари Ад (р=р- Ар, 9 =а- Aq), 
проведем еще раз деление полученного полинома ©(х) на трехчлен 
x? + px +g) 

с: = Dy = — py, C; = b;—pezy— qe 1=3, п]. 

Таким образом, алгоритм вычисления двух корней уравнения 
(4.42) имеет вид: р =а,; д=а.; 

b, =a; 6, =а,— рб; 9 =а,— рб, — 96, 1=3, п - 1; 

C,= 043 =, — ре; с =, реал 96, i=3, n—1; 

С, — TPC — WCy_ 9s а = Сп — C702 

Ар = (5,0,-1 — р, 1С _2)/d; 

Aq= (Ong1On-1 — b,¢,)/d. (4.46) 

Оценка точности производится по соотношениям 

[49| <®; 'Др| <. (4.47) 
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Вычисления по алгоритму (4.46) производятся до тех пор, пока 
не удовлетворяются неравенства (4.47). При этом 

g(x) Hx Ox Ux -... + yy. 

f (x) = g (x) (4° + px + 9) =0. 

Далее решаем уравнение (и — 2)-й степени 

8 (х) =0. 
В итоге получаем 

[n/2) 

f(x) = п (х? -- ела - ез;.1) =0; 

бе; = рр 65-1 =90;. 

Корни уравнения (4.42) 

Х2т, 1—1 = — 2; / 2 -- Из 4 — @е21—1. 

Вычислительная схема. При нахождении всех корней алгебраи- 
ческого уравнения (4.42) с действительными коэффициентами необхо- 
димо. выполнить следующие действия. 

1. В полиноме x” + ах аа -... Нам + ах + ал 
выделить либо трехчлен а„_1х? + а,х-| а.) либо x? + a,x + ay. 
Обозначим р = а„/а„_:; J =Any1/Qn-1 WI р=а,; д = аз. 

2. Используя схему Горнера, разделить полином {(х) Ha x? + 
-- рх--4 и вычислить коэффициенты 6,;, су по алгоритму (4.46). 

3. Вычислить поправки, вносимые в ри д для первого прибли- 
жения: р =р-- Ар; а=4- 44. 

4; Если |А9| <в и |ДАр| <в, то считаем, что два KOPHA XxX, = 
= —p/2-- V p?/4—q найдены с точностью а, если (4.47) не вынол- 
няется, то повторяем вычисления по пп. 2, 3, пока условия (4.47) 
не удовлетворятся. 

5. В полученном полиноме 
n—|} 

. E(x) = У бо" 
=I 

вводим обозначения а, =6, и повторяем вычисления по пп. 1...4, 
пока п > 2. 

Пример 4.4. Найдем корни уравнения 

xt — 3x3 + 20x? + 44x --54=0; A=0,05. (4.48) 

1. Выделим трехчлен 20х? -1 44х -- 54; р=2,2; g=2,7. 
2. Вычислим коэффициенты 6;, с; | 

=: bp = —3—2,2-1=—5,2; b,~=20-12,2 -5,2—2,7 = 28,74: 
by = 44—2,2 - 28,74 42,7 .5.2——5,19; b= 544+2,2-5,19 —2,7 . 28,74 = 

= — 14,84; c=1; c,=—5,2—22-1=—7,4: cg = 28,7412,2.7,4—-2,7= 
= 41,32; c, = —2,2.- 41,32 +.2,7 - 7,4 = —70,92, 

3. Вычислим Ари Да: 

d = 65 — Col, = 41,322 — 7,4 - 70,92 ~ 1182; 
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Ар = (D4C3 — Only) /a — TTI G8 ANU UT baz earn, 

Ap 2 —0,7; Ag — (бьсз — b4C,)/d = (—14,84 ‘ 41,32 + 5,2 -, 70,92) /1 182 = —0,8; 

p=2,2 —0,7=1,5; g=2,7—0,8 = 1,9. 

- 4, jAp| > A; | Aq| >A, поэтому повторяем пп. 2, 3. 

ро = —3— 1,5 == —4,5; b, = 20+ 1,5. 4,5 —1,9 = 24,85; 
b, = 44 — 1,5 - 24,85 4+- 1,9 - 4,5 = 15,28; 6,=—16; с. =—б; 

сз = 32; с. = —36; 

-3. 4= 322 — 36 - 6 = 808; 

Др = (32 . 15,28 — 16 . 6) /808 = 0,47; р= 1,5 -- 0,47 = 1,97; 
Аа = (—32 . 16-36. 15,28) /808 = 0,05; д= 1,9 -- 0,05 = 1,95. 

2. Сиова вычислим бу, Су: 

р. = —4,97; 6: =28; b,=—2; 5, = 2; 
Со — —6,9; C3 — 39,7; C4 = —64,7. 

Ca 

3, 4= 39,72 — 64,7 . 6,94 = 1145; Ap=—0,06; Aq ==—0,04; 
4 р= 1,97 —0,06 = 191; 94=1,95 — 0,04 = 1,91. 

2. ра = —4,9; bs = 27,0; а = 1,3; 6; = —0,9; Co = —6,8; 63 = 38,7; 

= —63,0. 
3. d= 1064, Ap=0,041; Да= 0,045; 
4. р= 1,951; а= 1,955; |\Ар| < 0,05; |49| < 0,05. 
Таким образом, за три итерации получены корни уравнения (4.48) с точностью 

А == 0,05. 

_ №4 — 3х3 -|- 202 -- 44х - 54 == (х? -|- 1,95х -| 1,96) (х? — 4,91 х -| 27,5); 
Х1,2 = —0,98 + 7. 0,99; хз, а == 2,46 +]. 4,33. 

Программы, реализующие алгоритм, и правила пользования Ими, 
приведены в приложении: , 
'. а) вычисление изолированного корня комбинированным методом 
(программа ЗКООТ); 
-° 6) вычисление всех корней алгебраического уравнения методом 
зыделения корней (программа СОВМ). 

Задания для самостоятельной работы 

Т. Вычислить изолированный корень уравнения. Проанализировать результаты 
ВЫчислений с учетом различной требуемой точности. 

П. Вычислить все корни уравнения с точностью А: == 0,001; А, =0,0001. 
Проанализировать результаты с учетом требуемой точности. 

‚ х8-- 2,5х5 — 10х4 -|- 10х3 — 9х? -- 15х — 17,5 = 0. 
Хо — 2,8х4 - 3х3 — 3x2 + 4,4% —5 =0. 
x8 4-6,5x5 — 14x4 + 143 — 17x? + 21x — 22,5 =0. 
x8 + 10,5x5 — 24x4 + 28x38 — 29x? + 39x — 45 = 0. 
x — 1 8x4 + 1,9x3 — 2,3x2 + 2,8x —3=0. 
x8 10,525 — 18x4 + 2243 — 17x? -4 3lx — 37,5 =0. 
ХВ — 3x4 4 39x35 — 3,5x2 + 4,6x —5 = 0. 
x8 +. 7,525 — 18x4 + 20x3 — 11x2+ 19x — 22,5 =0. 
Хо — 2441 2,9х3 — 2,442 1 4,2х —5-==0. 

‹ 6 -- 9х6 — 18х4 -|- 19х3 — 19х2 -|- 30х — 35 =0. 
» X5— 2,6x4 + 2,82x3 — 3,41 x? + 4,12x — 3,23 =0. 
» X84 6,5x5 — 20x44 OI x — 21x? + 31x — 32,5 = 0. 
- ХО — 4x4 4 4x3 — 4,33x2 + 6x — 6,67 = 0. 
» X84 3,545 — 14x44 14x83 — 17x? 4+ Q1x — 22,5 = 0. 

15. 3 — J 6x4 +. 2,543 — 2,72 + 3,6x —4 = 0, 
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16. ot 8,5х5 — 16х4 -|- 19х3 — 15x? + 27x — 32,5 
17. хе 4, 5х5 — 184 -|- 22х3 — 17х? -|- 31х — 37,5 
18. x8 D4 4- 2,09x8 — 2,52x? + 3x — 3,26 = 0. 
19. x6 4+-9,5x5 — 20 x4 + 22n3 — 25x? + 32x — 35 = 0, 
20. x8 — 2x4+- 2,25x3 — 2,58x2 + 3,25x — 3,54 = 0. 
ПТ. Найти решение системы уравнеи:й, при этом достичь точности А == 0,01. 
I. cos (x — = 
x—cosy = 3. 

2. cosx + 2y = 1; 
2х — sin (x —0,5) = 1. 

3. т Пу = 1,5; ;] 
x—sin(y+l1)=1. 

4, sin(x + 2)—y= уе: 
х — с0$ (у— 2) =0,5. 

5, siny + 2x = 2; 
cos (x —1)+y? = | 

6. cos (y + 0,5) +x = 0,8; 
sin x — 2y = 1,6. 

7. sin(x—y)=1+ 9; 
cos (x — 1) = 0,5 — у. 

8. leet) = yt 1 

= 0, 
— 0. 

x? + 212 = 0,9. 

9. и--ех = 0,5; 
sin y —x = 1,5. 

10. siny+2x= MI 
y=, 

Глава 5. МЕТОДЫ НАХОЖДЕНИЯ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ 

И ВЕКТОРОВ МАТРИЦ 

Пусть имеются квадратная матрица А = [а;]" и вектор х = [х,, 
х,..., Х17. Обозначим у = Ах. 

Если окажется, что элементы и; =Алх, [=1, п, т. е. х, пропор- 
циональны у; с коэффициентом пропорциональности А, то вектор х 
называется собственным вектором матрицы 4, а А — собственным 
значением, или Характерисзическим числом. 

Ax — Ах =0, 

ИЛИ 

(А — iE) x = 0. 

Отсюда получаем определитель 

|A—AE|=0. (5.1) 

Если раскрыть его, то получим полином по степеням 

(Им У, (АДА = 0, (5.2) 
i=! 

где А, — суммы всех диагональных миноров 7-го порядка. 
Известна теорема „гамильтона — Кэли: 
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Всякая квадратная матрица 24 уда - | ; 

тическому уравнению 

A (A) =!|A—AE| =0. (5.3) 

Введем В рассмотрение некоторый скалярный многочлен 

n 

8 (№) = a П (и—и)). 
i= 

Teopema. Ecnu iy, Ay, ..., ^ — собственные значения матрицы 
АД, а 8 (и) — некоторый скалярный многочлен, то & (^), & (^.), ..., 
g(A,) — все характеристические числа матрицы g(A): . 

g(A) =a П(А— мВ) 

Из нескольких известных методов раскрытия определителя (5.3) 
рассмотрим два: методы Леверье и Крылова. 

5.1. МЕТОД ЛЕВЕРЬЕ 

Метод Леверье основан на вычислении следов степеней матри: 
ЦЫ Д. 

Следом матрицы Называется сумма ее диагональных элементов 

и обозначается Зр А. 
Пусть 

$1 = $р А =) Qi 
i=] 

it? 

eee ens (5.4) 

S,=SpA"*=Y af. 
i=] 

S,=SpA? =¥ al: 
i=] 

Поскольку матрица 4^ имеет своими характеристическими числа- 
k , т. 

МИ Ал, №, coe y Ae: R — l, п. 

бр АА = $5, = У №, k=l,n. 
i=] 

Суммы S,, k= 1, п, степеней корней многочлена 

А (Л) = № — di pri (5.5) 
i= 

связаны с коэффициентами этого уравнения формулами Ньютона 
&—1 

кр, = 5, — > рр Ве. (5.6) 
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CCH вычислить следы 5, 9. ..., 9, Матриц А, 42, ..., A’, 
то затем из (5.6) можно последовательно вычислить коэффициенты 
в (5.2): 

Аз = 1; 

А, — А, 51; (5.7) 

, . 

А, — I/k У, (—1)77 ApS; R= 2, п. 
i=] 

Пример 5.1. Найдем собственные значения матрицы 

о14 
А=!3 32, 

121 

Вычислим 42 

Г32 16 26 
А? = АА =| 26 16 2], 

[12 9 9 
В 

1234. 
Аз = АА =| . 114 af 

a e 75   
Вычислим коэффициенты $1, 52, 93 — следы степеней матрицы 4) 

Sy=O+3+1=9, S,= 32+ 16--9=57; 

Вычислим коэффициенты А; согласно (5.7): 

А =1; Ay=S,=9; Ag = 1/2 (А; 51 — 4,5) = 12; 

Подставим полученные значения в (5.2) при п = 3: 

AS — 9X2 + 120 — 6 =0. 

Применяя метод Ньютона для этого уравнения, вычислим значение Ау = 
= 7,505: ` 

(A2 — 1,495A 0,78) (№ —7,505) =0. 
Таким образом, получены собственные значения матрицы А: 

Ag == 7,505; №, 3=0,7495 +]. 0,438. 

5.2. МЕТОД КРЫЛОВА 

Рыберем произвольно вектор х размерности п. 
Составим ряд векторов Дх, Д*х, ..., А". 
Пусть они линейно независимы, а вектор 

А”х = —рих — р, Ах —... — р: А”, (5.8) 

WH 
A (A) X = 0: . 

А (А) = м-р, д + р, =0, (5.9) 
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Положим теперь 
y = Хх, yi) = Ay — Ах: ...° 

у — Ay); veel у‘ — Aly) — Ay(—), 

Тогда (5.8) 

pry") + poy) +... pry = —y™. (5.10) 

Отсюда, для нахождения коэффициентов уравнения (5.9) получаем 
следующую систему линейных алгебраических уравнений: 

Ха ру о... рый) = — 
pry? + pays? +o р = у; (5.11) 

n—l) (n—2) (0) tt) 
Din) + Pon ee Рау" = Yn 

Компоненты и“ векторов у} вычисляются по формулам: 

n n 

(1) 7 (0) _ \\ . 
У = > аи — > аихр 

1= j= 
ee (5.12) 

у’ = о ау”. 

Решив систему линейных алгебраических уравнений (5.11), полу- 
чим коэффициенты `р!, р., ..., р, хХарактеристического уравнения 
(5.9). 

5.3. ВЫЧИСЛЕНИЕ СОБСТВЕННЫХ ВЕКТОРОВ 

Если известны коэффициенты р, # =1, п, и собственные значения 

А, {=1, п, то, используя метод Крылова, можно найти собствен- 
ные векторы х®): - 
a 

x = yD A gy gy) 4 tga, ny, R=l,n. (5.18) 

Коэффициенты 9; определяются по схеме Горнера: 

Ч,:= 1; 9н= Аааа ря i=l,n; j=l,n—1. (5.14) 

Вычислительная схема метода Крылова 
1. Выбираем произвольно вектор х, например 

х =[1, 0, 0,..., 0. 

2. По (5.12) вычисляем п векторов у, А = Т, п: 
fl 

. (R) ‘ (k—1), 
у? —Х, У: — ~ а; , R — l, п. 

3. Решаем систему линейных уравнений (5.11), например по схе- 
Ме Халецкого. Если система оказывается вырожденной, то изменяем 
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вектор х, например х == [1, 1, 0,..., 0]Т и сиова вычисляем у, 

Ё == |, В поп. 2. 
4. Находим собственные значения уравнения (5.9), например, ме- 

годом выделения корней. 

5. Вычисляем коэффициенты дд, # =1, 
6. Находим собственные векторы по (5. 

п , j=tl,n—1 no (5.14). 
13). 

Пример 5.2. Найти собственные значения и собственные векторы матрицы 

—3 | ] 
А = 1 4 —I], 

12 —2 

Выбираем х= [1, 0, 0]7. 

УФ = [1, 0, 0]75 у =[—3, 1, 17; 
y) =[11, 0, —3)’; 
у) = [—36, 14, 17]. 

Составляем систему линейных уравнений для нахождения коэффициентов ру, 
Do, Pg Уравнения (5.9): 

Иру — Зра -- рз = 36; 
De == —14; 

—3p; + Pez = —17. 

Решаем систему по схеме Халецкого: 

  

  

  

              

В 

И —3. i 36 
11 11 И 

0 0 —14 

С фу. 

_3 2 3 —17 
И И 

1 —14 —17 

<< 

p 
Takum o6pa3om, py = 1; po = —14; ps = —I7. 
Получено характеристическое уравнение 

А -- А? — 14% — 17 = 0, 

Отделим изолированный корень 

f(A) = (A+ 1I)A—14)A— 17; 

f' (A) = (84 + 2)4 — 145 f" (A) = 6A + 25 
Ё (17/31) < 0; 1(15)>0; р’ (17/30 < 0; р (15) > 0; 

[(3) = —23 <0; [(4)=7>0; [ (3) =2>0; [(4)=42>0. 

Корень находится в промежутке [3; 4]. 
Уточним его значеиие методом Ньютона. 
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Так как /” (^) в промежутке [3; 4] положительна, то 9 = 4; 

№ =4—! (4)/[' (4) =4 — 1/6 = 23/6; 
[ (23/6) = 0,36; [’ (23/6) = 38; 

AY = 23:6 — 0,361 38 — 3,823. 

С точностью до 0,01 Л! = 3,823. 
Разделив АЗ -|- A2 — 144 — 17 na (A — 3,823), получим: 

А2 -|- 4,82А -- 4,41 =0; A, = —2,41 + 1,18; 
№ = 3,82; Age —1,23; A, =-—3,59, 

Вычиеляем коэффициенты 49, i= 1,3; 1==1,2; 

91,1 == А190,1 -Е Py = 4,82; 

Gat = Andi. + Pa = 4,41; 

91,9 = ado. + 01 = —0,23; 

Goro = hatiye + P2 = —13,72; 

1,3 = 4390.3 + Pi = —2,99; 

92.3 = 391,39 + Pg = —4,60. 

По формулам (5.13) вычисляем собственные векторы x), 

= У ао + Фу = 0,55; 
УХ 9119) + 4190 = 4,82; 
И РВ: 

хо = О Чьи - 9,9 = —2,03; 
x2) = ИР + yoy!) + da, ry?) = —0,23; 
xf) = yf + 91,244 + 9,2%) = —3,23; 

x) = y?) + ny) + 43 == 14,12; 

= + 91,30 439 = — 2,59; 
x?) = yf 9 548) +4294) = —5,59. 

Таким образом, собственные значения и собственные векторы матрицы A 
следующие: 

0,95 —2,03 14,12 

х=| 4,82 —0,23 —2,59 |. 

1,82 —3,23 —5,59 

Задания для самостоятельной работы 

Найти собственные значения и собственные векторы, соответствующие этим 
вначениям матриц (Л =0,01): 

    

Г! 153 4 52 0 
15 1 2 9 1 1 05 15 ]. — ’ __ b 9 

A 3 2 1 15 2. А=|о 0,5 2 
-4 2 15| -0,5 1 15 1 
2 1 1,5 05 Г. 1 34 

3. д | 205 | LA lo 2 2 15 
15102 15|. 35 2 Е 151 ° 

-05 12 05 -4 1522 
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1-1 217 2 05 1 2 
| 05 2-10 05 1 08 | 

5. Я=| 15 0-1 15 6 = 081 0 
[| 1 2 3 оз | 
05 15 1 08 г2 305 —г 
3 2 05 14 ва. 1-2 18 0 

7. A=]; o5 1 2 = 3 0 | 2|. 
[105 12 [ .22 | tT —1 0 3 

| 12 08 — 95 052 1+ 
15 2 4415 0 2 1 05 2 

9. Ао _y 3 ate A=] g 7 y <4] 
[1 0 8 | 10 2 3: 
r12 05 2 | Г—2 1 2 0 
05 1 06 2 i -1 0° 2 

MN. =|2 96 —1 1]- 2. A=) 95 O85 1 =I 
[1 2 о о 2 05 | 
Г 3 1 2 r—1 2 1502 
| 25 0,6 0,8 a 25 1,6 08 09 

IB A=) 19 99 -19 1 |e №1=| | 200 060 
| 08 14 25 Го 081 1 

| 08 16 1 0 24 —1 0 2 
1 1 22 08 _2 25 1 —1 

15. А = 9 25 0 —] ° 16. А = 0 3 1 —9 ® 

| 0 05 1 2 Pt oof 3° 441 
3 201 152 4 3 

2 1 2 3 3 1 2 4 
%A=l15 9 1 of- 18. Ао 15 1 2Q 

1 032 [1 15 25 2 
2 it 0 о -1 9 

| 0205 1 2 05 2 15 

13 1 152 | 05 1 15 2 

Глава 6. ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ 

` Задача приближения функций возникает при решении многих за- 
дач (интегрирования и дифференцирования функций, решения диф- 
ференциальных и интегральных уравнений, обработки эксперимен- 
тальных данных). 

Простейшая задача, приводящая к приближению функций, заклю- 
чается в следующем. 

В дискретные моменты х,, х., .,., X, наблюдаются значения 
функции у =} (х); требуется восстановить ее значения при других х. 

Иногда известно, что приближающую функцию целесообразно 
искать в виде 

f(x) =: в (х; а, аз ..., ал). 

Если параметры а1, а», ..., а, определяются из условия совпаде- 
ния [(х) и приближающей функции в (х) в точках х/, хь, ..., Xq3 
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(x) =f (x), = 1, n, TO такой способ приближения называется 
интерполяцией. 

Часто бывает известно, что функция хорошо приближается функ- 
пвиями определенного вида, например, многочленамн, но’ неясно, как 
лучше всего выбрать степень приближенного многочлена. 

В задачах планирования экспериментов возникает следующая 
проблема. Известен вид хорошего приближения функции, например, 
ункция хорошо приближается многочленом второй степени. В то же 

время измеряемые значения функции содержат болышие ошибки. 
Требуется получить наилучшее в определенной норме приближения 
при минимальном количестве измерительных значений функций. 

6.1. ИНТЕРПОЛЯЦИЯ 

Интерпопяционный многочлен Лагранжа 

Среди способов интерполяции наиболее распространен случай ли- 

нейной интерполяции 
n 

. g (x; Qty Agr vee, An) = » ЧФ: (Xx); 

где ф, (х) — фиксированные функции. 
Значения коэффициентов а; определяются из условия совпадения 

с приближаемой функцией в узлах интерполяции х; 

° В частном случае ф, (х) = Хх, В =1, п, имеем 

Y ayo, (x) = Ха" (6.2) 
k=l = 

И 

Lax =f), i=in ‚ (6.3) 
=] 

. Det [xé—1] 7 = 0 (определитель Вандермонда), следовательно, сис- 

тема (6.3) имеет единственное решение. 
Интерполяционный многочлен (6.2), записанный в форме 

п n 

Bn (%) = Ly (xX) = № i (x,) Г] у (6.4) 
, =] не | 1 

Называется интерполяционным полиномом Лагранжа. 
п 

Введем обозначения: в, (х) = [| (х—х). Очевидно 
j=l 

n(x) = XT] —api one) = [] Gr — x). 
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Поэтому (6.4) можно записать в виде 

,(® = у д. (6.5)   

Оценка остаточного члена интерполяционного 
полинома Лагранжа 

Положим 

ф (x) = [ (x) — Bn (x) — Ko, (x). 

Выберем К из условия ф (х*) =0, х* — точка, в которой оценивается 
погрешность. Тогда 

К = f(x") — вп (х*) 

Wy (X*) 
  

При таком выборе К (x) oGpamaetca B Hymb B (п + 1) точке 

  

Xa, Xor ++ 5 Xp, X*. Ha основании теоремы Ролля ее производная 
ф’(х) обращается в нуль, по крайней мере, в п точках, ..., Фф® (х) 
обращается в нуль, по крайней мере, в одной TouKe EE[y,, у.]: 
Yy = MIN (Xy, №, ..., Х» 5%); $ = тах (хм, л., ..., Х» ^*). Так как 
pl) (x) = |” (х) —пК, то из условия ‹р“" (Е) = 0 следует К = {" (&/п! и 

т) (о * 

Ро) — g, (x) = Le 2) ge ly, wel — (6.6) 
остаточный член интерполяционной формулы Лагранжа (6.4). 

Вычислительная схема Эйткена. _Схема Эйткена позволяет свести 

вычисления коэффициентов а, {=1|, п, полинома (6.2) с учетом 
(6.4) к вычислению функциональных определителей второго порядка. 

3Зведем обозначения 

  

    

  

    

1 Хх —Х; = Xx. , —_ 

Ра, iti (%) => ee, =, п; (6.7) Хам ха Yn =F (Xa) | 
| | X—X,, Pia (Хх (а 

Ред, в а (= — Xx mr in) ‚ 132, п]; (6.8) 
41 1-1 | Х — Хил P;, i+1 (x) 

ИТ. Д. 

l X—X, Py. b—] (x) р x) = a 1 ravens 6.9 1, 2, kf ) х, — Xy х—х,ь Ре, з,....в(Х) ( ) 

Тогда, вычислив функциональный определитель Pio. n(X)s 
получим (6.4) в виде (6.2), т. е. найдем значения коэффициентов 
1, Ч... , Ay. 

Особенно большую экономию дает описанная схема при вычисле- 
нии значений полинома Лагранжа в фиксированных точках & € [X,, X;a1]: 

Для вычисления определителей (6.7) имеем ® 

РВ; 1 (Хх) =a, а м; =, п--1, (6.10) 

ree 1 (Xr Хр; ЧИ, (А ни — Хы ЧЕ = Г (Уа — Y))- 
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Коэффициенты 6, ,, К =1, 3 вычисляем по формулам: 

гр == (Хы — М1); Oy = (Ay, X41 — 1, в); 

be, ¢ =P (Qs, p21 % 241 — Ae, Мрт + Qe, ¢41 — 1. па} 

bs, ¢ = 1; (Ae, ~— Ap, 1-1}; (6.11) 

Pia, t. 19 ¢ (*) =6:, by. iX + bs, ix"; i=2, n—l. 

Переобозначив а, ‚=, „ Ё =1, 3, возможно по формулам вида 
(6.11) вычислить коэффициенты полинома общего вида (6.9): 

пр = 11(Хныа — 41); бр, (@ 1, Miner — 1, ц1 (6.12) 

Бур == ГЕ (@ уча, вечен — ар, нара ачь чу, 
kR=1,n—2; i=1,k+1; j=l, [. 

Пример 6.1. 

  

  

x; —! 0 2 о 6 

  

      9: —3 | 1 4 3,5 6 

  

1 
Py, 2 (x) = 7 

        

xt) —3)_ op 1 
x I aire реа, ^ — о | = 1+ 1,5x; 

— 2 ] —5 35 
Paz" * [35| = 5 (26 —х); Р.,.(х)= 7 "6 § | = + 28H 

_ xt! 4x+1 
Pasty [et 1,5x-+ 1 ры 

_ | x 1,5x + 1 

Pe за (*) = 5 х—5 1/6 (26 — > 
_ 1] х—2 1/6 (26 — 
Е 9 
x--+!l 1/6 (6+ 19x — 5x?) 
x—5 1/6(6-+ 13x — 2x?) 

x 1/6 (6 + 13x — 2x?) 
x—~—6 1/6 (66 — 29x + 4x?) 

р xt 1/12 (12 + 36x — 11x? + x3) 
1, 2, 8 a, 5 (4) = line 1/6 (6 4- 23x — 9x? -++ хз) |’ 

“nis образом, 

L, (x) = P1, 2,5, 4.3 (4) = 1-Е 3,119х — 0,881х2 -|- 0,0119хз (1 -- x). 

Для проверки правильности вычислений найдем 

Ly (0) = 13 Ly (2)=4; Ly (3) =3,5. 

= 3 (6 + 13x — 2x2); 

  

5 (66 — 29x +- 4x”);    
= | (12 + 36x — 11x2 + x3); 

    

= = (6 + 23x — 9x? + x3); 

1 
Р1, 2, 3, 4 а (Хх) = 6 

1 
Р., 3, 4, 5 (x) = 6 

    

Интерполяционный полином Ньютона 

Разделенные и конечные разности. Обобщением понятия произ- 

водной является понятие разделенной разности. Разделенные раз. 
ности первого порядка определяются равенством 

, — (xj) — F(x). 
f (Xe; xj) = хх; ’ 
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разности второго порядка; 

(хр; Xp) — f(x; x1) 
Г (хз Хр хь) — Xp— Xi , 

разности А-го порядка! 

  

f (%o3 Хз... Ма) — РО 2... XR) , (6.12) 
F(X Xos ot Kea) = Xbua— 1 

Справедливо равенство 
Е 

i (x;) 
f (X35 №... Хь) = | | . (6.13) 

Пе-э | 
i=l jet 

  

Разделенная разность есть симметричная функция своих аргу- 
ментов. 

Если узлы таблицы х; расположены на равных расетояниях; 

=; [=1, в; [= | (Хх) — соответствующие значения функ- 
ции, то разделенные разности вида (6.12) называются конечными 
разностями Е-го порядка: 

Aj, =fii—fi 

° АД =А А — APF, — er 
конечные разности вперед; 

У = Fyn 

Vif, = VP, — VE (6.15) 

конечные разности назад А-го порядка. 
Конечные разности А-го порядка выражаются через значения 

функции по формуле 
k 

Aff, =) (—1)'Chfipe—y. (6,16) 

IIpH x, =X, - {# справедливо равенство 

дел, Кид 63 Kad =a. (6.17)   

Интерполяционные формулы Ньютона. Для интерполяционного 
полинома Лагранжа справедливо равенство (в учетом (6.13) разделен- 
ных разностей); 

[ (x) —L,, (%) = 1; му... Хо, (%). (6.18) 

Представим Г.,„(х) в виде 

Li, (x) = Ly (X) + (Ё. (х) — [1 (х)) + - > + (Е, (%) — ЕЁ, (*)). — (6.19) 
Так как 

[т (Ху) = та (хи) = В при | = т 1, 

[т (x) — [т-1 (х) = An-19n-1 (*). 

TO 
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+ Полагая Хх =х„, Получим 

| (хп) — Lint (Xn) = An-19n-1 (Xin) 

Полагая в (6.18) пл=т—1 их=х,, имеем 

(хп) — Lint (Xn) — | (Хт; ^)...; Xn-1) On-1 (Xi): 

` Следовательно, 

Am-1 =f (x m 5...) Xm) =F (%13 Хо ..., Xm) 

Lin (x) — Lint (x) = [ (X45 Koy see) Xn) Om1 (x). 

Подставим эти величины в (6.19): 

[и (х) = Р(ха) + (ха Ха) (х — + .. 
ах Xo; ...) Xn) “1 (x). (6.20) 

Интерполяционный полином, записанный в такой форме, называется 
интерполяционным полиномом Ньютона с разделенными разностями. 

Сделав в (6.20) замену переменных х =х, -- #4, получим интер- 
поляционную (формулу Ныотона для интерполирования вперед (для 
начала таблицы): 

Ри (х) = Yo + Agog + “5% 9 (9—1) + .. 99 —1)...9—п +1) 
(6.21) 

  

ИЛИ 

P, (x) = AH gt, 

  

1—0 

где и; = I (xd, 41 — обобщенные степени: 491 =9(9—1)... (9— 
—i+tl) 1=1, 2,.... 

Для Улов Хи» Хиль ++ Хо при Хх =х, - #4 получаем: 

В (ху = Аа ++. 
Ал 

+ 88 9(g 4-1)... (@-4n 1). (6.22) 

— интерполяционная формула Ньютона` для интерполирования назад, 
‘дающая большую точность в конце таблицы. 

Вачислительная схема. Чтобы получить Р„(х) в виде 
n+] 

= У a,x, (6.23) 
1=2] 

необходимо выполнить следующие действия. 
1. Вычислить значения конечных разностей: 

= 

AF (%, = Alyy у (—1)'Cly; i=I,n (6.24) 

Alyy, . . 
И 2; = ihe? i= 2, n; 21 = Yo:



2. Вычислить коэффициенты 6б;, при степенях х в (6.21) обобщен- 
ных степеней 911 

1-1 

qh = x bigs, т (6.25) 
|= 

4 = (х— Xp) /h. 

При этом by ,= 1, R=1, 2+ 1; bo 1 =—Xp; 

Pp=—Xyp—(kK—2)h by Sry R= 38, n+); 

  

  

be = Ont, mr tee b= 2, R-1. (6.26) 

3. Вычислить коэффициенты а 
N—t-f-2 

= У вм. (6.27) 
[=2 

Пример 6.2. Функция } (х) задана таблицей: 

x | 2 3 4 5 

f (x) | 0,693 1,1 1,386 1,603             

1. Вычислим Аи; & = 1,3; Аи, = 0,406; А?у’ = —0,12; В = 1; АзЗу, = 0,049; 
29 = 0,693; 2, = Ayo/h = 0,406; 25 = A?y)/2h? = —0,06; 2, = ASyo/6h? = 0,0081. 

2. Вычислим коэффициенты 6; j Ho (6,26): 6, р =1; =, 1, 4; bo y= —2; 
Гз = 3; 6, 1 = -Н2гз = 6; г. = —4; by. т, 1 = —24: be, + = be, 1 Чтв, о = 

1 ba, 2 = 5s, 1— Tabs, 2 = 6 — 4 (—5) = 26; by, = bs, 1 — ribs, 3=—9— 

3. Вычислим коэффициенты ау: 

@1 = 61, 121 -- 6», 122 -+ Og, 123 + 54, 124 = —0,6704; 
Ap = Ве, 22 -- бз, 223 + 04, 0% = 0,914; 
Ag = 2g -+ bg, 32, = —0,1324; а4 = 2. = 0,0081; 
P, (x) = —0,6704 +- 0,914x — 0,1324x% + 0,0081 x3, 

Сделаем проверку: 
Р. (2) =—0,6704 --0,914.2— 0,1324. 4- 0,0081. 8=0,693; 
P, (3) = —0,6704 +-0,914.3—0,1324.9-+-0,0081 . 27 = 1,099. 

Интерполяция периодических функций 

Если интерполируемая функция [(х) — периодичеекая с периодом 
b—a, T. e. f(a) =f (b), то естественно потребовать, чтобы базисные 
функции ф,(х) интерполяционного полинома 

n+l 

g(x) = a Ay, (X) 

удовлетворяли тому же ycNoBHio g;(a) = —,(b), i=1, n+ 1. 
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Системой базисных функций, периодической на [0, 2л], являются 
системы функций Чебышева. В частности, такую систему образуют 
при х =0, x = 2л функции 

1, sinx, cosx, sin 2x, ..., sinnx, cosnx. 

Поскольку два тригонометрических многочлена вида 

Г, (х) = + Via coskx + b,sin Rx), 
k=! 

\ 

совпадающие в 2п--| попарно различных точках из промежутка 
[0, 2л] тождественно равны между собой, для любой периодической 
функции {|(х) с периодом Т =2л при любом наборе из 2п -- 1 по- 
парно различных узлов Ху, Л, ..., Хи существует единственный 
тригонометрический многочлен Г„(х), являющийся интерполяционным 
многочленом для | (х) по данной системе узлов Х„ 1, ..., Л, ИН- 
терполяции, т. е. 

T n(x) = <2 -+ \\ (a, coskx; + b,sin kx) =f (x), 7=0, 2n. (6.29) 
k=! 

Так как любой отрезок [а, 6] линейной заменой переменной можно 
привести к [0, 2л|, то в дальнейшем будем рассматривать }(х) как 
2 — периодическую функцию. 

По аналогии с интерполяционным вслиномом Лагранжа (6.4) с 
учетом (6.28) и (6.29) тригонометрический интерполяционный по- 

лином для [(х) по системе узлов {х‚„ #[=0, 21} 610, 2], х 5х; 
при ==] представим в виде 

  

п (Й 

Г, (х) = Sys [|< (=! — ti) ° (6.30) 

t=0 |=, 

  

  

  

pe 

Если |(х) — четная на отрезке io л] функция, то по значе- 
ниям в П--|1 точке ху, %, ..., xX, (X,€[0, л)) можно построить 
четный тригонометрический морочлен: 

cos X — COS x Т, | Ly . 
(2) = у Г(х (*,) COs x; — COS x; (6.31) 

—=0 
71 

Для нечетной функции [(х) на [-—л, л] 

п 

cOS Х — COS X (x у sin x [1 1. , 
(*) = JI nx, sin x, cos x, — 605, (6.32) ри i= 

Tei 
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Практическое построение тригонометрических многочленов .гро- 
моздко, поэтому обычно эта задача решается для случая равноот- 
стоящих узлов г 

ж=ж-- И, [=0, 27; т: №6 (0, Е |: 
С учетом (6.30): 

2n 

' sin On +) 25" 
- T,(x) = № i (%,) x Tj . (6.33) 

i=0 
sin (*5* 7 

2 

Тогда (6.31) приобретает вид . 

Г, (х) = Vi (x;) cos [(n -+ 1) x] — cos [(n + 1) i) 

COS Х — COS xX; 
1—0 

  

  

  

  

а (6.32) — 

_ sinx cos[(n + !) x] —cos [(n + 1) x;] 
P, (x) = у f (%;) sin x; COS X¥ — COS X; . 

i=] 

Интерполяционные сплайны 

Основным недостатком интериоляционных пПолиномов, приближа- 
ющих функции, является то, что их поведение в окрестности какой- 
либо точки определяет их поведение в целом. Аппаратом приближения, 
свободным от этих недостатков, являются сплайны. Сплайнами назы- 
ваются функции, которые склеены из различных кусков многочленов 
по фиксированной системе. Среди сплайнов важнейшую роль играют 
полиномиальные сплайны. , 

Обозначим сетку на отрезке [а, 8], a, DER, a<b: 

Аша =хж<х<х,<... <=. (6.34) 

Пусть Р„ — множество многочленов степени не выше т, т > 0, 
ci? 53 — множество непрерывных на [а, 6] функций, имеющих неире- 
рывные ^-е производные, А > 0. 

Функцию $ (х) = §" (x, A,) называют полиномиальным сплайном 
степени т дефекта А (А =1, т) с узлами (6.34), если 

би (Х)ЕР» на [хь жыр 6 = 0, п; S,, (x) ect. 

  

Точки х; называются ‘узлами сплайна. 
Далее будем рассматривать полиномиальные сплайны дефекта 1. 
Введем обозначение: 

вт 

ON (xp — Иа 
By (Е) = Bint (Xz, Xpsiy sees Kbems Г) =m » (ро (6.55) 

i=k 
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Функцию В„_1(Р) называют В-сплайном степени т — | относи- 
тельно y3JIOB Ав» N pals cee gy Nim 

В-сплайны удобно применять в качестве базисных функций для 
представления сплайнов. В приложениях наиболее часто употребляют 

сплайны невысокой степени, в частности параболические и кубиче- 
ские. Процесс построения таких сплайнов значительно проще, чем 

построения сплайнов более высокой степени. Матрица системы урав- 
‘нений, определяющей параметры сплайна, является трехдиагональной 
с доминирующей главной диагональю. 

При достаточной гладкости функции и хороших узлах можно 
приближенно восстанавливать производиые высоких порядков. 

Параболические сплайны. Пусть {(х) Са, в, а, БЕК, а<ь 
_И заданы два множества узлов: А„, Ам 

А =... < <=. (6.36) 

Предноложим, что хх, < хх, i=1, n. 
Функция 5. (х; Г) называется интерполяционным параболическим 

сплайном для функции | (x), ec 

52 (x) EP; ХЕ (X;, Ха) i= 0, п; 

$. (2) Е Св; 
52 (Х) =f (x), [=0, п. 

Числа х, называются узлами сплайна, а числа х, — узлами интер- 
Поляции. 

‚ Узлы ‘сплайна— это точки возможного разрыва старшей произ- 
водной, в данном случае — второй производной. 

Сплайн 9,(х) зависит от п--3 параметров и, следовательно, 
имеет два свободных параметра. Поэтому на интерполяционный па- 
раболический сплайн налагают два дополнительных условия (краевых): 

“5. (а) =ав S,(6) =6,; (6.37) 

где а,, 6,, А,, В, — заданные действительные числа. Конкретный 
выбор таких чисел зависит от рассматриваемой задачи. Например, 
если функция [ (х). имеет воответствующие производные, то можно 

положить а, = | (а), 6, =[ (6), Я, =Р[ (а), В, =[ (6). Если выбор 
краевых условий затруднителен, то можно потребовать, чтобы в точ- 
ках х, и х, сплайн ©. (х) имел непрерывную вторую производную. 

Это эквивалентно условию 

$.(2— 0) = 5, (2+0), а=Х, #=1, И. (6.39) 
Ноложим . | 

т; = 5, (х,), i=0, n; (6.40) 
М, =5$5(х,), i=0, n. (6.41) 

Поскольку $. (х) — кусочно-постоянная функция, TO 

9” (х) = М, <<, 1=0, п. 
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Обозначим hy = X44 — X85 Ay = Хм — Ядл. 
Учитывая (6.40), можно 5, (х) записать в виде 

Sa (x) = F(X) +m; (%¥— x) +e, (4 — X)? +4; (xX — Kyi 

(% — %j41)¢ = [тах (0, х — Хи 1). (6.42) 
Исходя из 

5 (X11) = | (X 41) nS’ (X41) = Misty t= 0, п 2, 

найдем константы 4; И сл 

  

  

а, — | (на) — F (x0) —_ ты _ af ; (6.43) 

h; (hy — hy) h; (hy — hj) 
с. = Mie Me Peay) —F (%) a Mas (6.44) 

2h; hy (hy — №) 2 (hg — hy) 

, Учитывая, что в точке X,,, должно выполнятьея равенство 
и 

5 (Xj414-—-9) =S (X41 -- 0), находим 

Cra — С; + d;, 1 = 0, п —2. (6.45) 

В случае граничных условий (6.37) т, т„ известны и система 
(6.45) содержит п—1 уравнение с п—1 неизвестными. Для крае- 
вых условий (6.38), с учетом (6.42), имеем 

25) = A, 2 (Crit + dn-1) = Bas 

ИЛИ 

ть (2, — №) My hy =2 ((х,) —Р (%о)) — Arh, (Ay — hy); (6.46) 

Ти 1 (Йн-1 — Йн-1) + Mn (Ape + Ay1) = 

=2 Е (X,,) — | (Xn1)) + Вый изн. (6.47) 

о Для краевых условий (6.39) и (6.42) 4, =0, 4,1 =0 и из (6.42) 
Пи — То + соо; 

(х,) — Ех) = тр + che; 

f (%n) — | (Хп-1) — My Anos +c сайта 

тд = т: 26 п-1Ан-1. 

Отсюда 

Wty т: =2 [[(х1) — (хо 

т + т, = 2 UF (Xn) — F nar) /Pnar- (6.48) 
Для краевых условий (6.37): 

Ат = 5, (6.49) 

где . 

in = [ity My oe. Mya) 
2g =[g,—A1a,, Bo, Bsr +++ Sn-2» Bn-1 — Вн-10,17; 

ai we Мы uh) — fin 
то Вы)’ a hte? 
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B: Вт в = hy 
. ; _— ? 

in (tg. -- h 11) (A; -- haa)’ tl hz -l- Nga 

— 2H, f (x) —/ (1. -1) 9 Г (Xi41) — РГ (х) . 

Bi Nia т р: h; —h; 

  

  

Первое уравнение (6.49) имеет вид 

Aja, + (Ai +B, + 2)m, +B; m, = gy; 

т, + (А: В, + 2) mM; + В; M44 — бр Г ~~ 2, й — 2; (6.50) 

Ani» + (^ „1 + Bra + 2) Mar + Brin = Bn-1) 

Ти 1 + (An + Bn + 2) 6, = bn: 

Для краевых условий (6.38) система для определения параметров 

т; г =0, п, имеет вид 

(2— hy/hy) Mg + h,/hytm, — 2/hy (7 (1) ~~ i (Xp) — A, (Ay — Ay), 

Amy + (2 +4; + By) m, + Bt = gs C= 1,2 — 1; 

(Aya — h,-1) Mn + (Ay 4 + h,-1) hy = 2 [Г (Xn) —1(%и-1)] + 

+ Вий, Ан. 

(6.51) 

Поскольку й,/ < Та В, > 0, то (6.51) имеет доминирующую 
главную диагональ. 

Для краевых условий (6.39) система для определения параметров 
т, ..., Ти Следующая: 

(2 + Bi) my + Bim, = gy — 2A /hy IF (41) —F (% I; 
Ay My ++ (2 +4; +8;) m, +8; mm. = gp i= 2, n— 2; (6.52) 

Арати + (2-Е Аи-1) Maa = Bn — 2Ba-a/Ma_a UF (Xn) —F (%p-2)]- 

После того, как т, найдены, при расчетах можно пользоваться 
представлением сплайна в форме (6.42). При этом требуется запоми- 
Hath {x;}, {f(*)}, {%;} и {т}. Из (6.42) получим 5” (х;) =26, [= 
=0, п, поэтому на [х, Х.1|, #=0, п, можно пользоваться пред: 
ставлением 

So (x) = f(x) + my (e — x) сх — (6.53) 
где с; определяется равенством (6.44). 

Tina x €(%;, %i41), =0, п, можно вычислять сплайн 5, (х): 

So (%) = [ (хо) + т (Х — хо) + Cg (¥ — Xo)? + У a; (x —x,)2, 

ГДЕ би = C;— C1 i=1, n, с, вычисляются по (6.44). 
В дальнейшем будут рассматриваться случаи, когда узлы сплайна 

Хь =, п, расположены посередине между узлами интерполяции 
x i=Oon: 

is ’ п: 

3—5 

х; = 1/2 (хх), {= l, п. 
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При этих условиях 

M=As Bl =Bs A, + B= 1 A, = A,/2. 
Тогда система (6.50) приобретаег вид 

Aa, + 3m, + Pym, = 213 

Ата | эт; + Вип — Be i=—2, n—2; 

Ma My2 + Sty + Bai! = Saat 
А, My + 30,, = Bn» 

система 6. 51) — 

a Bitty + т, = 4/ [1 (х,) — f (%o)] — Anh’ 
Amy эт; Е тыл = gs = п (6.55) 
My + 3M, — 4/11 If (Xx) —/ (%„—1)] + Вий ит, 

система (6.52) — 

(2 ++ В.) та -- Ват» = 8% — 2Aq/Ny If (%1) —F (%)I, 

Am; + Зт; | Вт: = Ei [=2, п— 2; (6.56) 

Aino + (2 + \,-1) My = Bn-1 — 21/1 [7 (x,,) — f (*,-1)I- 

Решение задачи интерполяции функции f (x) сводится к построе- 
нию` интерполяционного полинома Лагранжа, а в случае равноот- 
стоящих узлов — построению интерполяционного полинома Ньютона. 

Кубические сплайны. Функцию 5.(х; }) называют интерполя- 
ционным кубическим сплайном относительно .сетки (6.36) для функ- 
ции | (х), если 

93 (Х; ПЕР. хЕ(х,, Xiar)s t — 0, п — |; 

5з (х; ПЕС 5; 

5.(*; р =/(х), 1=0, п; п>2, 
с краевыми условиями 

  

  

S$) (a) = Sy’ (6); i= 1, 2; (6.57) 
5. (a) =a,; S,(6) =6,; (6.58) 
Sj (a) =A,; 5. (5) =В,. (6.59) 

  

Положим М; = 53(х;); m,= S3(x,); 1 =9, n. 
Тогда 

S3(x3 f) =F (x) +00 (x — x) + cP (x — x)? + 6 (x — x), 
X,<X<IX,,, [=0 1—1. (6.60) 

Коэффициенты 2’ _— по формулам: 

cf) = F(t ¥) — hy 1/6 (2M... + M), i= 1, a 
oo =M, i= 5: a — |; (6.61) 

cS) = (Mi. — M)/h;, i=0, a—l. 
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Параметры М; находят с учетом краевых условий как решение 
следующих систем уравнений: 
‘периодических краевых условий (6.57): 

ВМ 2+ ММ: =а, Ё=1, й; (6.62) 
Мо = Ми, Мил = Л, hy, = hy} 

A . \ 

с — cy — Мой, -1; (6.63) 

yCJIOBHA (6.58): 

2Мо + М, = 6/1 (и, — 4 — Mon); 
BM 4 -- 2M, + М — Ч» i = l, п — l; (6.64) 

M1 + 2M, = 6/1 (Ap19n — Yn + Yn-1) 

re — 6 —h,_/2 (M,, + M,,-1); (6.65) 

условий (6.59): 

2M, + 4,M, = d, —8,4,; 

` ВМ :-1 + 2М: + Мыьг= аз {= 2, n— 2; 

: В.М и + 2 11-1 — dn — Ant PB pi (6.66) 

My = Ан; М, = Ви; 

ch") = F(x, 43 Xq) — 1/3 Ma_aPp-1 — 1/6B Ppa (6.67) 

Если узлы равностоящие х, =а-- #, то кубический сплайн 
имеет вид 

n+] 

S,(x) = У ¢,B, (x — kh), (6.68) 
"+ kee] ‘ 

где 
-” 4 

. J >| . B, (x) = 55 Vi (—l)' ed (« — a + 28 — #15. 
{0 

Интерполяционные условия приводят к системе уравнений 

Cra t AC; + Cy, = Of (x), 1 =0, п. (6.69) 

Программы, реализующие алгоритмы вычисления коэффициентов 
интерполяционных полиномов Лагранжа (программа РЕГО) и Нью- 
тона (программа 1РМТ), приведены з приложении. 

6.2. АППРОКСИМАЦИЯ И СГЛАЖИВАНИЕ ФУНКЦИЙ 

При обработке результатов измерений часто возникает необхо- 
димость построения эмпирической формулы, более простой, чем 
интерполяционный полином, хорошо отражающей физические свойства 
исследуемого процесса. 

этом случае необходимо решить задачу отыскания оптималь- 
НОГО в некотором, смысле оценок параметров системы. 
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При решении задачи интерполяции функцин требовалось, чтобы 
значения интерполяционного полинома в узлах интерполяции х, 
совпадали со значениями {(х;}. При этом полином Q, (x) содержал 
п-+- 1 параметр, и он мог сильно отличаться от [(х) вне узлов х,,. 

Для повышения качества приближения функции полиномом можно 
наложить различные условия с целью уменьшения отличий @„ (х) 
от [(х) вне узлов х„ при тп. 

Задача аппроксимации. Требуется так подобрать коэффициенты 

а» #=0, т, полинома 
т 

Qn (a, x) = x а; (х), т п, (6.70) 

чтобы отклонения Q,, (a, X,) — и= =v, { =1, п, оказались в каком-то 
смысле наименьшими. 

Метод наименьших квадратов 

Потребуем, чтобы для („ (а, х) достигался минимум 
! <

 

$ (а) = У [Qn (a, x) — и, и =1(х), = Тв. (6.71) 
i=] 

Обозначим 

= [О (а, х!), ..., О(а, х,Т; y = Yas Yor os 9, 
Е = [Pe (х:)]; A= [Qo Ay, «+s ат]. 

Тогда (6.70) можно записать в виде 

О». (а, х) = Ра; у=у — 0. (6.72) 

Пусть для отклонений у выполнены условия: 1. Л (У) =0. 
2. М (9) =0, 15 р 3. Би) = 09°; О(0,) = 0%. М — операция ма- 
тематического ожидання. 

Условия 2, 3 выполняются, если AY (vv?) = о?Б. 
Обозначим & — оценка вектора искомых параметров а. Она должна 

быть несмещенной /4 (а) =а и минимальной: 
2 .. . 

ба, = M [a; — a,)?] = min. (6.73) 
t а, 

Теоретическую основу метода наименьших квадратов составляют 
следующие утверждения: 

Оценка а параметров а удовлетворяет (6.73), если 

$ (а) = (У— 0)7 (У — 9) 
минимальна, т. е. S (a) = min S (a); 

a 

а = (РТЕ)-1 РТУ = СРТУ; С == В-1 = (ЕТЕ)-1. (6.74) 

Если матрица Е имеет ранг т, то сумма 5 достигает минимума 

при 
& = СЕТУ. (6.75) 
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Обозначим 4 = РТУ. 
Выберем ф,(х) в виде 

p(x) =x, f= 1, m+ 4. (6.76) 
Тогда 

aa
 

— [x1]; i= I, п; k = |, т -- 1; Qn (x) — У a,x}. 

>
 

Перепишем (6.75) 
Ва = 4. (6.77) 

Коэффициенты 6б;; и 4; с учетом (6.76) вычисляются по формулам: 

п 

. _ t+hk—2, _ . 
by. =n; 0,4 = 2 *} + Oi, =e, eal 

{= 

“i 
q . . —— ee 

= >, ху; i=1,m+1, R=1, m+. (6.78) 
| 

Система (6.77) — система линейных уравнений относительпо оце- 

нок а, [=0, т, которую можно решить, например, по схеме Ха- 
лецкого (гл. 3). 
‘Таким образом, вычислительная схема метода наименьших квад- 

patos для ф, (х) =х”1, {=1, т-- |, сводится к следующему: 
выбирается степень 7 аппроксимирующего полинома (6.70): если 

мало отличаются друг от друга разделенные разности 71-го порядка 
(с учетом заданной точности А), то (6.70) степени м оказывается 
пригодной: 

вычисляются коэффициенты 6;,; матрицы В и вектор d правой 
части системы (6.77); 

решается система линейных уравнений (6.77) одним из известных 
методов решения линейных систем уравнений. 

Пример 6.3. Функция задачи в точках ху: 

  

x, | 0) | 02 | 03 | 04 | 05 | 06 | 0,7 | 0,8 

    

  

3,059         

  

у; | 3,230 | 3,253 | 3,261 | 3,228 | 3,181 | 3,127 

  

1. Вычисление разделенных разностей позволяет судить о том, что с точностью 
А = 0,001 достаточно аппроксимировать [(х}) полиномом Ч. (х) = а, ах --.а.л?, 

2. Вычисляем В; ги Чл by, 7 = 8; by, = be, 1 = 3,8; 

dy = 25,6; by, 2 = by 1, = р. , 1 = 2,04; do = 11,4; 

be, = bg, 9 = 1,3; by, 3 = 9,88; dg = 6,42, 

3. Запишем систему линейных уравнений: 

8a, 4- 3,60, -+ 2,044, = 25,6; 

3,649 -|- 2,04ay + 1,3a, = 11,4; 

2,94ay + 1,3a, +0,88a, = 6,42. 
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Ее`решение имеет вид 

а = [-+3,19; 0,458; —0,786]Т. 

Получаем аппроксимирующий полином 

О. (а; х) = 3,19 --0,458х — 0,786х2. 

Вычислим отклонения 4 (а; х;) — у; =9;; = 1,8. 

1 =0,0009; о, = 0,0003; о. = —0,0012; о. = —0,0013; 

Us = -0,0023; vg =0,0041; и, = 0,0018; о, = —0,0023. 
8 

Y} v7 = 0,000036. 
=| 

Аппроксимация функций ортогональными полиномами 

Система полиномов Р», (х), Р. (х), ..., Р‚ (Хх) называется ортого- 
нальной на множестве Х, если 

Р/(х)Рь(х:) =0, |5 ip
s 

| Palle = 3) Pi(x) >0. 
Тогда аппроксимирующий полином 

т 

Qn (x) = У a,P, (x). (6.79) 
_ 

Найдем коэффициенты а, 

a, = Vena k =0, m. (6.80) 
У. Ps (x) 

= i=] 

Если значения х:,..., х, узлов интерполяции функции / (х) рав- 
номерные на [а, 6]: 2М + [=п-+ 1, 

х, = (6+ а)/2 + ЕАх; Ах = (6 —а)/2М; 
в = —М, —N +1, eee 4 —1, 0, I, 2, eee y N, 

то полиномы, ортогональные на множестве Х, имеют вид 

\ 

P(x) = p, (> N, 2N }; j— 2х —а— в №: 

  

та 
b—a : 

А 

p,(t, 2N) = У (ен (НОЯ (МНО. 

(ht) (2N) LAI 
‘=| 

N , 
. . — @м-- 1-Х — 1 

РИС 2№) = О °   
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Если значения х., %,, ...,.%, узлов иптерполирования функции 
(х) можно свободно выбирать, иапример, ла отрезке |—1, 1], то 

для аппроксимации f(x) полиномом (6.79) Ha отрезке |—1, 1] можно 
‘выбирать систему ортогопальных полиномов Чебышева или Ле- 
жандра. 

Многочлены Чебышева и Лежандра получают как частный случай 

многочленов Якоби: 

prey = Fay tty Е 91 0, (6.81) 

  

заданные на отрезке [—1, ] с весовой функцией 

р (х) = (1 — х)® (Г - х)8; ча, В > —1. `(6.82) 

Система функций называется ортогональной с весом р(х) на 
[а, 8], если 

b 

р) (фах = 0, b Ki. (6.83) 

При значениях и =В =0 ир(х) =| получаем многочлены Ле- 
жандра 

Li) = арг дн — 1" (6.84) 
с нормой |Ln(x) x = V2/(2n + 1). (6.85) 

Многочлены Г, (х) вычисляют по рекуррентным соотношениям 

ИИД, 1 (%) — (21 + 1) хЁ, (х) + AL gy (x) = 0; (6.86) 
L, (x) = 1; L, (x) =x; L, (x) = 1/2 (8x? — 1); (6.87) 

L(x) = 1/2 (5x —2x); Ly (x) = 1/8 (80x* — 30x? + 3), .... 

`При значениях a=B=—I/2 B (6.81) un p(x) =I/V1—# 
получаем многочлены Чебышева первого рода: 

T, (*) = 1/2[(x + Vx? 1) +(x -Vx?—1)"]. — (6.88) 

Рекуррентные соотношения для Т, (х): 

Гал (х) — 2хТ, (х) — Pat (x); 

Ty(x) = 15 Ty (x) = 5 Ty (x) = 202 —L; T(x) = 429 — 22, ..., OF9) 
Многочлены ТГ, (х) можно записать в эквивалентной (6.88) форме 

T., (x) = cos (narccos x). (6.90) 

` При значениях параметров = В = 1/2, p(x) =V 1 — х? получим 
из (6.81) многочлены Чебышева второго рода: 

Up (4) = SE Ti) ETI MRO GB 
| НО |х = л/2. 
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В качестве узлов для аппроксимании [(х) выбираем корни много- 
членов Лежандра /71-го порядка или кории многочленов Чебышева 
при аппроксимации /(x) па снстеме мпогочленов Чебышева. Для 

Г 1 (x) 

  

__ 2i+1 АР ‚ 
р со [Е п; 1 = (), Rk, (6.91) 

Тогда 

Q nt (x) — x a,L; (x); ? 

у f (x;) Le (x) 

Gp — i= - , k = 0, т (6.92) 

` Г, (x;) 

i=0 

ИЛИ 

Чт (х) — =, a,T , (x), 

где 

2i ] - ——— 
a, = Died cose x, k=0, m. (6.93) 

Если функция задана на отрезке [a, 6], то 

ane с i + | oe 

To [ЕТ |, К =0, т; [=0, №. (6.94) 

Коэффициенты а,, К —=0, т определяются из условия минимума 
отклонения $ „ 

м; = 

$ = 2 [1 (5) — x a,P, (x) (6.95) 
t=0 

Для функции, заданной на [а, 6] в аналитическом виде, коэффи- 

циенты а, Е =0, т вычисляют по формуле 

] 

a, = BE! | а) дах — 
В случае использования пПолиномов Лежандра; 

j 
i (x) 
о TF, (x) dx 

т ой 
=i 

  

  

Г; (x) dx 
У! — 2 

—1 

в случае использования полиномов Чебышева. 
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Вычислительные схемы методов аппроксимации фупкций ортого- 
нальными полиномами. 

Равноотстоящие узлы иилерполяции для ] (х;}: 
1. М = 1/2; ху = Хх; определить зпачение #1. 

9. Вычислить коэффициепты 4; полиномов рь(Ь 2М). 
Представим р,(Ё 2М№) в виде 

А 
рь(х) = 9 dy x k=l, m p(x) =. 

t=} 

Коэффициенты 4, ,‚ вычисляем по следующему алгоритму: 

b,, = М (6 —а); 6, =а +6; 6, = 6.01»; 
о = 261; 63 —= № + 1; b, = 46.611; 

бе = 64 + 26565; быв: = 6; 

бара» = boi ль = 26.204; C= 1, 2; 

C12 = 1/N3 Cy, 9 = 5; Coy = (N 4 1)/2) Cy, 5 = 3,5; 

Ch, kar = Cpr, p/(2N — & + ly Е =2, 5; 
C4, = 3(N + 2) 6,5; Cy, 1 = 1—3N 045; C5, з = 63; 

С. 2 = —2,5 (6№ -{ 1); с... = 1,565. 3; Cy, » = 9; 

6.1 = 5М [3М№2 (М - 2) — 76,3 — 31 + 12; 

Сь, 2 = 85 (3 —2N45); Ce = Сь Сы вы; #=2, 5; 

Ч, =6,'М; а. = —61/М; Ч, ь = боб. 3; 

4,1 = 4,1 Cais An, i= Ce, 2P ise + Cg, 0x53 

k= 2, 5; i= 1, 4, 

3. Вычислить нормы ||Р,!?: 

  

м 
YY . А 

St Delis 2N) = Suri & = 0, т; 

r= 9] 8-1 DN ea? PHA & B= ZN +I 

4, Представить аппроксимирующий полином в виде 

m-t-] 

Чт (х) = > Axi}, 
(= 

Коэффициенты А, вычисляем по алгоритму: 

№ м 
а: = 1/81 У из i<—N 

MO | jah, _ 
dp= Weel Sy: X (de iad dhs k= 2, 5. 

Torga 
m а —__ 

A, — x а. 1; № k= 1, Al, 
(= 

A, — A, + Чу. 

69



5. Оценить погрешность аппроксимации по (6.95). 
Если 5 < в, то умепьшаем т (или увеличиваем /п, если $ „ > &) 

и повторяем пп. 4, | 
Алпроксимация по ‘системе полиномов Чебышева: 
Зададимся числом т и точностыо аппроксимации А. 

5 Определяем полиномы Т,(х) Чебышева либо по рекуррентной 
формуле, либо путем задания коэффициеитов полинома согласно 
(6.89). . 
3. Вычисляем корни полиномов Т, (Х): 

a+b, b—a, at ), 
“= 9-1 TE Sloe ™ 

\ 

4. Вычисляем коэффициенты а; 

2 2-1 
a =z Ly iteieos( eT a). 

1—1 

5. Получаем аппроксимирующий полином: 

т--1 m+] 

Qn (x) = > а Ге (х) = > Ах", 
— 
— 

где | | . 

A, = a,—a,+a;; A, =a, — 3a, + 5a, 
A, = 2a, — 8a;; A, = 4a,— 20a,; A; = 8a,;; A, = 16a,. 

6. Оцениваем погрешность метода по (6.95). 

Сглаживание сплайнами 

Пусть в результате наблюдений для значений аргумента х(х,, 
Х1, ... › Ха) Получена таблица значений функции f(x). C целью 
уменьшения случайных ошибок и получения более плавной функции 
{(х) применмот процесс сглаживания, состоящий в том, что получен- 
ные в результате наблюдений значения [(х:} заменяют значениями 
[(х;), которые дает выбранный способ сглаживапия. 

Задача сглаживания формулируется следующим образом. 

Найти функцию [*(х к la, 5], на которой достигается минимум 
выражения 
  

b 

в-Их ре уе — РР + p \ [fre (dP ats (6.96) 
a 

где р > 0 — вспомогательный параметр; р; — заданные числа. 
При р =0 задача является приближением по критерию минимума 

среднего квадрата отклонений (метод наименьших квадратов}. 
Задачу сглаживания будем решать по критерию (6.96) с помощыо 

кубических сплайнов. 
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Получим уравнение для сглаживающего кубического сплайна Из 

условия 
  

n 6 

min Vx Ilys — 1 (x)? + p | If (Pat (6.97) 
i=0 a 

Известно, что для сплайна Son—1 (x) € Som—1, an MHHHMH3Hpyrollero 

(6.96), выполняются соотношения 

yi — Sie (— 1)! p [SSmai? () — SST (%:-1)] =0, (6.98) 

  

где 
S: = Som—1 (xi); =0, п; SEAT? (ki) =0, 1 =0, М. 

Из (6.98) (при т = 2) 
” — 5” a ” 

ay — pir ИО ОИ ия ОИСИ Si = i р Ay, eae ),i=9, n, 

где 5 = Sn =0; S21 = S41 = 0, у; — измеренные значения функции 

в точках хь #=0, п. 

Тогда для определения величин Фу, { —0, п п, система уравнений 
приобретает вид | 

$. — 0: Sh — 

04,8" + St 1 01,393 == Co; 
2 

1=— 

2 и 

> On—1,n--j—39On-+j—3 — Си—. 
|= 

  

  

  

Ах; = Х: — Хз O11 = On, np = 0; 

C= 6 [и 
— Jey , 

Яро Ах; Ax 1 ) 
Ах; 6p (x; — Хо) 

- О 1 — ——ы— = e 

on x; — Xj_9 Ax; (Ах;)3 ’ 

=? + 12р Ax? +- Ах? +- Midi] ; 
L,t ~~ x; —_ Xs _ 9 (Ax ,Ax;_,)? ’ 

Ax; Op (x; — X;_9) 
Oi = oT? 

Хх; — Хо (Ax;_ 1) Ах, 

014.0 = бр | 
хо) АХ Ax,’ 

6 
QO io = P   

(x, — %;_9) Ax;_ Ax; 9° 

Определив у из (6.99), получим 

$3 (х) = 

  

бизн — 2) $1 + (x— x) Sia], << Ki, 

5: (х) =а |-Вх 

A
w
 

(x— 1) S"(t) dt. (6.100) 
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Из (6.98) определяем $, 5» и чи В находим из 

Sy (x;) = Si; — 0, 1. 

Как следует из систем уравнений для вычисления коэффициентов 
Мь $. 1=0, п, (системы (6.62), (6.64), (6.66), (6.69)), матрицы этих 
систем представляют собой трехдиагональные матрицы с доминирую- 

щей главной диагональю. 

Задания для самостоятельной работы 

1. Найти коэффициенты интерполяционного полинома для функции } (х), за- 
данной в узлах интерполяции х;: 
  

  

              
  

      

  

  

  

      
  

    

x 1 2 3 4 5 

Оценить по- 

0 20 |30 140 |50 |60 грешность Вычислить 
0.25 |16 |26 |36 |46 |56 | ИИтерполя- | функции в 
1,25 | 2.325| 3,70 | 4,575| 5,7 | 6,875] “#4 Во точке х = 1,2 
2,125| 2017] 3.017] 4,017] 5,017} 6017; *=” 
3,25 | 28331 3,333] 3,833] 4,333] 4,833 

x 6 7 8 9 10 

0 20 130 |40 |50 | 60 ° _ 
05 |17 127 |37 |47 |57 x= 2,4 x= 1,4 
14 | 2.395] 3,70 | 45751 5,7 | 6,875 
995 | 2.333] 3,333] 4,333] 5,333] 6,333 . 
35 | 3,167| 3,667 | 4,167| 4,667 | 5,167 

x Ц 12 13 14 15 

0 20 | 30 | 40 | 50 | 60 _ _ 
075 |18 | 28 138 | 48 | 58 x= 2,6 x= 1,6 
16 | 2,325] 37 | 4575} 5,7. | 6,875 
2375125 | 35 |45 | 55 | 65 
375/35 | 40 145 | 50 | 55 

x 16 17 18 19 20 

20 130 |40 |50 | 60 _o8 _ 
1 |19 [29 |39 149 | 59 х = 2,8 х = 1,8 
18 |2325| 37 |4575| 5/7 | 6.875 
25 | 2.067 | 3,667] 4,667| 5,667| 6,667 
4 3,5 | 4,333} 4,833] 5,333] 5.833                 
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-2. Найти коэффициенты ннтерполянпонного гполннома для функции / (х), за- 
данной в узлах интерполяции х; == ху -|- th, h =0,5. 

Оценить погрешность в точке х. 

х = 1,25; ху = 0,5 

  

  

  

Po 
1 2 3 4 5 6 

n 

1 0,5 0,7 1,0 1,2 0,875 | 0,75 
2 0,5 1.2 1,333 1,4 0,75 1,25 
3 0,5 1,7 1,667 1,6 0,625 1,75 
4 0.5 2,2 2,0 1,8 0.5 * 2,25 
5 0,5 2,7 2,333 2,0 0,25 2,75                 
  

      
6 15 14 | 1,667 | 1,45 | 1,875 | 10 
7 15 19 | 20 165 | 175 15 
8 15 29 | 2333 | 185 | 1625 | 20 
9 15 29 | 2667 | 20 1.5 25 

10 1,5 34 | 30 295 | 1,95 3.0                   
  

    
И 2,5 21 | 2333 | 1,7 | 2875 | 1,25 
12 25 26 | 2667 | 12 | 275 | 1.75 
13 25 31 | 30 21 | 2695 | 295 
14 25 36 | 3333 | 23 | 25 2.75 
15 25 41 | 3667 | 25 | 225 | 395                   
  

  

16 3,0 28 | 30 195 | 3,875 | 25 
17 3.0 33 | 3333 | 215 | 375 | 30 
18 3.0 38 | 3667 | 2.35 | 3625 | 35 
19 3.0 43 | 40 955 | 35 40 
20 3.0 48 | 4333 | 2.75 | 325 | 4/5                       
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Глава 7. ЧИСЛЕННОЕ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ 

И ИНТЕГРИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ 

7.4. ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЕ ФУНКЦИЙ 

Простейшие формулы численного дифференцировазия получают в 
результате дифференцирования интерполяционных формул 

[ (x) = LY (x). 

Погрешность формул оценивается неравенством 

n+j k—j 

[i (x) — La (# «УИ max | f+? (x)|| on? (x) 
хе, Уз] 

j=0 

где . 
у: = min {x;}; yo = max {x;}. 

l $ 

В частности, 

, l — о 39? — 60.9 
Г (х) = slant es ato Rta 

T=) SDP te HN SEP 
п! 
  +... += 

где 5 — сумма всех /==Т, Ё по { сомножителей. Например, $ = 
= 1 +24 3=6; 5® =1.2--1.3+2.3=11; 58 =1.2.3=6. 

| (<) — 11° (х) < тах | (x) 
XCEL Yel 

On (x) = (—1)* (el)? An); е = (п— 1)/2. 

A" Yo, 

| 
n | On (x)|, 

7.2. ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 

Формула прямоугольников 

Простейшая формула основана на определении интеграла. 

Г = | х)ах^— Die ) Axi, ЕС [а, b). 

Выбрав Ах; = (6 — а)/п, Е =хь [=0, п — 1, получим 
n—] 

\Fjdew ®=$ \ Yi, Yi = 7 (Xi). 
i=0 

  

Интегрирование, основанное на интерполяции 

Пусть вычисляется интеграл 
b 

=\f()pl)ax 
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Зададимся некоторыми точками а; Е 1—1; 1} и построим интерпо- 

ляционный полином [.ш(х), совпадающий с {(х) в узлах 

= (b +-a)/2 +a; (b —a)/2. (7.1) 
Положим 

b b . 

| F(x) p(x)dx x | Ln (x) p(x) dx. 

Погрешность этой формулы 

b 

Rm (7) = \ p(X) [f (x) — Lm (x) dx; 
a 

5 

‚Вы (1 < max х [69 1 
а 

  
Orn (x) | р (х) dx. 

Пусть все а; различны, тогда после замены переменных х = (6+ 
-- а)/2 -- (6 — а) 2/2 получаем 

  

  

b . т 

{ow ) im (x)d c= et DA (os (7.2) 
а ВЯ | 

‚= | р” (г Tz a;— а, de. (7.3) 
—1 1] 

° Тогда 
b 

{ry f(x) p(x)d (7.4)         

  

__ a lat 

IR (Г)| < А(а., ... , ат) шах ||“ (х), | 5 | , 
xE{a,b} 

] 

A= Jatin (2) р’ (2) 42; ви (2 9 Печ (7.5) 

р? (2) = рЦа + 5)/2 + (6 —а)2/?2]. 

Формула трапеций. При т=2 иа = —1 а =! 

i 
- |= sae = 5; А, = аа 1, 
  

2 
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Получаем 

  

b 

(P(e) dx 24 Iy0 + Yoh (7.6) 
(6 — a) ” 

| Ro (fl < 5 max |] (x). 

Разделив [а, b] Ha т подынтервалов и пользуясь (7.6), имеем 
формулу трапеций 

     

b n 

(Fe we PTY на 2920) + Yon + Yo]: 
a i=l 

| Re (f)| < (6—a)?/12 max |f" (x). 
x¢[a,b] 

Формула Симпсона. Для т=4 иа = — 1} а, =а. = 0; а, =1, 

получаем следующие значения коэффициентов А, А; [= 1, 3; 

b I b 

Ра (х) ах = \ L,(x)dx; A, = | (27 — 1) аг = 4/3; 
а —] 

  

Тогда 

= (Yo + 41 + Y)-   

Разбив Г, Ь] на 2п подынтервалов, имеем формулу Симпсона 

Fre ры бы]. 78 
i=] 

Погрешность этой формулы 

[Rall < тои max if (2) (7.9) 

Пример 7.1. Функция задана в девяти точках: 
у=[1; 0,995; 0,9801; 0,9553; 0,9211; 0,8776; 0,8256; 0,7648; 0,6967], 

b 

c warom h=0,1 на otpesxe [0; 0,8]. 3nech 2n-+1=9; n= 4, \ Fe) dx = 

a 

= 1/30 [1 - 0,6967 -- 4 (0,995 -1- 0,9553 -+ 0,8776 -+ 0,7648} + 20,9801 + 0,9211 
+- 0,8256) | == 0,7174. + + 

0,8 - 0,00005 

Ra = 180 _ 
= 0,3 . 1078, 
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7.3. КВАДРАТУРНАЯ ФОРМУЛА ГАУССА 

Необходимо построить квадратурную формулу 
т 

b—aX\\ ° = 2S! aif (xi), (7.10) 
(=I 

точную для многочленов наиболее высокой степени. Коэффициенты 
А; и узлы х, найдем из условия, чтобы формула была точной для 

2т функций Buna x*-!, k= 1, 2m. 
Это условие дает следующие 2m уравнений: 

k —— 

[ых Ах “p= om (7.11) 
[=] 

Решив эту систему уравнений и подставив найденные значения 
Дрих;: в (7.10), получим квадратурную формулу Гаусса, точную 
для многочленов степени < 2m— 

Пусть 
2т 

— x Вх". 

[и = -У вр Уд у Вых = Ay (x). 

0 i= i=] 

Для решения системы уравнений (7. т применим многочлены Ле- 
жандра. С этой целью умножим первое и последующие т уравнений 

на (СС & =0, м, и сложим полученные т--1 уравнения: 

  

[У (—1) СС! к ьвах = У А, у (Сы. 
0 k=0 i=] k=0 

По определению многочленов Лежандра 
1 т 

| Ln (x) dx =) AiLm (22). 
0 i=] 

Далее, проделав то же самое со вторым, третьим и т. д. т-- | 
уравнениями, получим 

I m 

| XL m (x) dx = У ‚АхИ т (X;). 
б i=l 

В итоге 
1 m 

\ хе Lin (x) dx = Уд т (xi), k= 1, m. 
0 = 

Поскольку 

I 

жет (x) =0, k= 
9 

| 1 MM, 
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(по условию ортогональности полиномов Лежанлдра), 

ee 

Y) Apxi'Lim (%;)) =0, R= 1, m. 
i=] 

Выбрав в качестве узлов х; корни полиномов Лежандра, получим 
узлы квадратурной формулы Гаусса | 

- im (xX;) =0 

Тогда для определения коэффициентов получаем систему линей- 
ных уравнений 

А, + А, - ."’ -- Аи = 1; 

А+ я, А, +. ‚ 4+ XmAm = 1/2; 7.19) 

zn A ely, +. ag "Ay = 1m; | 

[= § Aif (x). (7.13) 
В случае произвольного отрезка [а, Ь] заменой переменной х = 

= (b +a)/2+(b—a) 2/2 приходим к вычислению интеграла на от- 
резке [0, 1]. 

f(x) = 2q (2)/(b — a). 

Погрешность квадратурной формулы Гаусса 

  (mi)4(b — ay? (2m) 

Вычислительная схема квадратурной формулы Гаусса. Для вы- 
бранного числа т оценить погрешность по (7.14). Если полученное 
значение | К» |>> А — заданной точности интегрирования, то увели- 
ЧИТЬ 11. 

Если задан отрезок [а, 8], то заменой переменных 

2 = 1/(6 — а)[2х — (6 -а)] | 

перейти к интегрированию на [0; 1] относительно 2. 
Вычислить корни полинома Лежандра Ёи (2) =0. 
Решить систему уравнений (7.12). 

Вычислить значения f (2:), i=1, m. 
Вычислить значение интеграла по (7.13). 

Пример 7.2. Вычислить 

= ( f (x) dx. 
() 

1. Выберем т == 2. 
2. 1.3 (х) == 6х2 — бх -{- |1 ==0. . 

xy = 1/2 — У 3/6; х, = 1/2 -- У 3/6, 
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3. Система уравнений (7.12) имеет вид 

  

  

А, А, = 1; | 

(3— V3) Ay + (3-+ V3) Ay = 3; 
A, =A, = 1/2. 

4. , 

lL 3—V3 1 (3 3 
Juma gy. +1 НУ } 
0 

Программа, реализующая алгоритм квадратурной формулы Га- 

усса, приведена в приложении (программа QFGS). , 

Задания дпя самостоятельной работы 

  

  

  

Вычислить значения интегралов (А == 1, 4): 

М , 1 (%) а b А, А, 

| cos sx? k/10 k/2 0,005 | .0,0001 

V k/8 + 2x8 

2 (xn — x?) sin V 3/k-+ x Е/5 Е 0,005 | 0,0001 

3 V e/3 — x/10 Ig [k/10 (n+ х)] [k/2] [Е] 0,01 0,005 
4 (k/2 — x) tg (x?/m) k/10 k/d 0,001 | 0,00005 

5 e kOe Е/15 5 0,001 | 0,0005             
1); по формуле Симпсона с точностью Ау; 

`2) по формуле Гаусса с Ay u Ag; 
3) сравнить результаты, проанализировать влияние точности на порядок квадра- 
турных формул. 

Глава 8. ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ ОБЫКНОВЕННЫХ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Пусть для приближенного решения дифференциальной задачи 

| Ги = р, (8.1) 

где оператор [Г — дифференциальный оператор с учетом начальных 
или краевых условий; { — правая часть уравнения и начальных или кра: 
евых условий, составлена разностная схема 

[ни ® = fa, (8.2) 

которая аппроксимирует задачу (8.1) на решении и с некоторым поряд- 
-ком аппроксимации й^. Это значит, что невязка 6%) 

L, (vl, = Г“ + О, 

возникающая при подстановке таблицы [и], решения и в уравнение 
(8.2), удовлетворяег оценке 

ПОР, <; h*, c, =comst. (8.3) 

79



Пусть оператор [,:И„- Г, — линейный. 
Разностная схема (8.2) пазывается устойчивой, если при лобом 

f™ CF, ypasnenue L, ul) =/ umcetT единствениое решение WwMEU,, 
причем 

Оби, « СИ, © = const. 

Теорема. Пусть разностная схема (8. 2) аппроксимирует задачу 
(8.1) на решении и с порядком й* и устойчива. Тогда решение и 
разностной задачи (8.2) сходится к [и], причем 

|ыа — и], < СС, №. 

Численное решение задачи Коши. Залача Коши формулируется сле- 
дующим образом. Найти такую непрерывную функцию и == и (х) в обла- 
сти [Хо Хм» которая ‘удовлетворяет дифференциальному уравнению 

yi =f (x, ¥), X > Xp, (8.4) 

И начальному условию 

Y (Xo) = Yo. (8.5) 

Разобьем [х., ху] на отрезки [хх], ]=1, М, Й = (Ху — Х)/ М 
и последовательно получим приближения у; к значениям решения 
у(х;) по следующему правилу. 

Пусть значение у; уже найдено, вычислим значения производных 
уКЛ в точке х; решения уравнения (8.4), проходящего через точку 
(Хх, у;} на отрезке [х;, хи. 

Раскладывая решение у(х;) в ряд Тейлора в окрестности точки х;, 
получаем 

у(х) = =2 et (x— xy) (8.6) 

и соответственно 

Yjt1 = 2; (X;41). 
Вычислим производные 1 (х) в окрестности точки Хх)! 

y") (x) =F, (%, yy +E y(% уу’; 

ии (к) = В, (ху 2, ДН, У Бе, ду пт. д. 
Подставим Хх =х,, у=и, в полученные выражения: 

у" (х1), У" (р, ... , 9 (х), 
и далее эти значения в ряд (8.6), находим 2;(х). 

Заметим, что если |х —х;| больше радиуса сходимости ряда 
ий —___ 

у’ А хх), | = 0, и, 
t! 

t 

  

то погрешнесть ряда (8.6) не стремится к нулю при И -— со. Это огра- 
ничивает использование данного метода. 
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Пример 8.1. Найти решсиие уравиения 

il 1° 
yo+y =xy 

с начальными условиями 

у (0) =2; 91 (0) =1. 
Вычислим производные 

yet = Qyh yl + xyl + y: 
2 

Вычислим и" (0), у (0), и (0),.... 
4; ylV = 12, 

Решение задачи в окрестности 0 имеет вид 

умах - 2/2 -- 2/3 хз - 1/2 №4 --.... 

8.1. МЕТОД ЭЙЛЕРА — КОШИ 

Из (8.6) при п = 1 получаем , 

Ин = УЕ Е АР(Хь 91); В = Хы — Хь 

Погрешность формулы — порядка о (1°). 
Для уменьшения погрешности с тем же И применяется модифици- 

рованный метод Эйлера — метод Эйлера с итерациями. 
Пусть известно у(х), требуется вычислить 

(8.7) 

y' (x + fdt (8.8) 

o
e
 

y (x +A) = y(x) + 

Для вычисления интеграла в правой части (8.8) воспользуемся фор- 
мулой трапеций 

y (x +A) = y (x) + A/2 [y! (x) + y' (x +A) + 0 (2) = 
= y (x) + h/2 [fF (x, y(x)) + F(x +4, y(x + 4) + 0(h"). 

Обозначим х =х, X +A = ха. Тогда 

Yigt = Yi PAhl2 Uf (Xm YA) +E (X40 ин. 

Таким образом, 

YO, = yi t+ hh (xj, yas (8.9) 

Wf = it Me i т, у +i (xr УТ, (0 

Итерации по (8.10) проводим до тех пор, пока выполнится нера- 
венство 

а — ye < А, | (8.11) 
Ч полагаем 

| Ginn = У. 
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Если при # = 3,4 неравенство (8.11) не выполняется, то полагаем 
А = /2 и снова вычисляем и; по (8.9), (8.10). 

Исследуем устойчивость метода Эйлера. Для этого предположим, 
что [(х, у) удовлетворяет условию Липшица: — „ 

| Ио, И— Ра, | «99-9. 
Пусть в процессе счета вместо уг получено и. 

[Yeti — Увы | = | Yr — Yul +AU (Xe Ge) —F (Xe, Ye)l < 
< | Ye — ye| + Aq| Ye— ye) = (1 +49) |Ye— yel- 

Monomum k -- 1=N: [Gy —yy| < (Il + hq)" |y, —y,| = 

X Ye — Yel: 
Тогда 

x 

g(x N—*p) 
\Yy—Yy|<e | Yn — Ye! N-> oo. 

Отсюда следует, что для хь И х» Погрешность |9, — УмЁ в точке 

Xy, вызванная погрешностью | , — у» | в начальной точке х, при №-хоо, 

является величиной того же порядка малости, что и И,— и,. Таким 
образом, метод Эйлера-Коши обладает численной устойчивостью. 

В случае рещения задачи Коши для системы дифференциальных 
уравнений т 

Y; = F(X Yrs Yan «++ > Yn)s i= 1, 2; 

Yi (Xo) = Yeo 

вместо (8.9), (8.10) будем иметь 

Yi tt = Yi tA (i Yt ees Yai ЕЁ 1 =0,М-—1; 
Yi, +t = Yi, jb Al2 (Xi Min ++ + Yai) + 

+E (<i Yligts oes Grigl)]. 
Вместо (8.11) получим 

(А) (k—1) yeti — Уна | < А. 
Вычислительная схема метода Эйлера с итерациями. 

1. Разбиваем отрезок [а, в] на № отрезков [х/—, ХЛ, [= 1, №. 
Вычисляем й = (в — а)/М№, зададимся точностью A. 

2. Вычисляем и по (8.9): и = Yo + Af (Xs Yo). 
3. Bpraucunem y\" no (8.10): 

| = 2 и) Е Иль У) иж Ей. 
4. Проверяем выполнение неравенства 

1 — | <А. 

5. Если оно выполняется, то полагаем и, = и), если нет —то вычис- 
ляем 

y? —= У h/2 [/ (% Yu) + f(x, уп], в =2. 
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6. Проверяем |/® — иг? | < А. Если неравенство выполняется, 

то полагаем и; = у ) если нет — повторяем вычисления по п. 5, k = 3. 
7. Вычисляем 

y 
= и, + АА (ху, 9). 

8. Вычисляем 
0) __ O). 

= f(x Хо у }; 
(1) . (0) 

уз = и: +" /2 (ха, и) у, |. 

9. Проверяем выполнение неравенства 1“) — и/®’| < Д. 
Если оно не выполняется, то вычисляем и) по п. 8. 

4 3 
Если неравенство | y$’ — y$?|>> A, To nonaraem h/2 —h и переходим 
к вычислениям по пп. 3, 4. 

Пример 8.2. Пусть задача Коши имеет вид 

и — у у(П =1. (Хх) 
решим эту задачу на отрезке [1;2] методом Эйлера с итерациями с точностью 

A = 0,005 
BuiGupaem 4 =0,2; N=5; x)= 1; x;=1-+0,2i; i = 1,5. 

y= 15 yO = yo thyg = 1,2; yf = 2-1,2—1,2= 1,2; 
„(1 ‘ 

YAO = y, EA/2(90-F yt) = 1,22; yO = 1,16. 
[Iposepsiem ycnosue (8.11): | yf! — y) | = 0,02 >A. 

y) = yort h/2 (Yo Ни =I, 216; ne = 1,184; 

Ly — yf) | = 0,004 < A; y, = 1,216. 

Вычисляем 

yO = yp +h yy = 1,216 +-0,2.1,184 = | (453s 

yo ©) = 2.1,4 — 1,453 = 1,347; 

ИО = 1,216 --0,1 (1,184 += 1,347) = 1,469. 

~ > (yf — yf |= 0,016 >A; ys = 1,341; 
y2) = 1,216 +-0,1 (1,184 + 1,341) = 1,468; yi =: 1,332, 

1y2) — yl = 0,01 >A; 9 = 1,467; yf = 1,332. 
Определяем | 

у = Yo Af (2) Yo) = у +В (2х. — у) =1,732; 

7 =: 1,468; yf!) = 1,468 +-0,1 (13332 ++ 1,468) == 1,748; 

ys") = 1,452; yf) = 1,468 + 0,1 (1,332 + 1,452) = 1,746; 

РИ |= 0.002 <a Yg = 1,746; yf = 1,454; 

ye ) = yy +- hf (Хз, Иа) = 1,746 -- 0,2. 1,454 = 2,037, 

у, © = 1,563; и) = 2,048; уз == 1,552; 

yf) = 2,052; | yf? — yf! |= 0,004 < A; 
Yq = 2,052; yy = 1,548, 
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Вычисляем Ys: 

yO) = yg АР ха» Иа) = 2,159; у © = 1,848: 

и) = 2,052 + 0,1 (1,548 + 1,848) = 2,392; y; = 1,610; 

72) = 2, 368, ty) — yf) | = 0,024 >> A; 

у’ ® = 1,632; и) = 2,370; i. 2) | = 0,002 < А. 

Таким образом, решение задачи Коши (ХЖ) с точностью А = 0,005 имеет вид 
у=[1; 1,216; 1,468; 1,746; 2,052; 2,370]. 

8.2. МЕТОД РУНГЕ — КУТТА 

Метод Рунге—Кутта основан на замене интеграла в (8.8) по формуле 
прямоугольников с кратным узлом 

их) =9(%) Е № (х + 1/2) + о), 
ИЛИ 

y (x + h) = y (x) + Af lx + h/2, y(x + h/2)] о (#9). 
Если обозначить и* = и(х -+ 1/2), то | 

y(x №) = y(x) Е АХ 12, у") о (№). 

Вычислим у“ по формуле Эйлера с шагом A = h/2: 

и = у) Е ЗК, у). 
Тогда при у = у(х -- й) 

Yin = Yi EAP (Miri, Yirse)s Yptye = 97 + 1/2 (xj, yj). (8.12) 

Полученный метод относится к семейству методов Рунге-—Кутта. 

  

В процессе вычислений фиксированы некоторые числа 0., ., ..., ба» 

Pir Pav +++ > Pas Beis Г, 1 =1, 9— 1. 
Последовательно mney 

к, (В) = Af (x, 9); 
m— | 

Rn (h) = Af [x + Oy ру У Вы, т= 9,9. 
Полагаем 

y (x + A) 2(h) = 9 (x) + Ур ( (8.13) 

Обозначим ф(#) =и(х-- #) — и(й). Пусть ф (0) =ф' (0) =... = 
ps) (0) = 0, a pst) (0) =0 для некоторой гладкой функции [(х, и). 

“y(t 0. (5-1) (0% 
о = У ns + PO ве, 0 < 0 <. 

i=0 

Величина ф(й) называется погрешностью метода на щаге, а $— 
порядком погрешности метода. 
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а) 9 = 2, $ =2 имеем 

p(h) = 9 (x +h) — 9 (x) — p, AF (x, y) — pr, Af [x + oy Л, у--Вы ВР(Х, 9), 

Обозначим X= X + Og h, G=yt Ba, Af (x, y). 
Вычислим g! (A), фи (А), oni (A). 

gp’ (A) = y' (x +h) — py f (x, Y) — Pol (x, у) — 

— Pah laf. (%, 9) + Bar fy (x, 9) Fl; 

Y=fi,yt=f,+fih,; e0)=y—y= 0; 
yf th +P iy thy o' (0) =U—p,—p)f 

pl! (0) = (1 —2 p, a.) f, + (1 — 2 Bar pa) ff; 

pit! (0) = (1 — 3 р» аз) fry + 2(1 —3 py ey Bar) Pf + 

+(1—3p.Pa)fy,-P+Fyy". 

Соотношение ф' (0) = 0 выполняется при всех Р(х, и), если 1 — р! — 
— р. = 0. (8.14) ф" (0)= 0, если | — 2р, %5 —=0и] — 2 р, В., = 0. (8.15) 

о Таким образом, Ф (0) = ф! (0) = фИ (0) —= О при всех [(х, у), если 
выполняются (8.14), (8.15) относительно Dis Par 5, Вот. 

Задавая один из этих параметров произвольно, получаем различные 
методы Рунге—Кутта с погрешностью порядка о (й°). 

Формулы с р: =0, р. =1, а, = Вы: = 1/2 соответствуют модифи- 
цированному методу Эйлера. 

Для р, = 1/4 

р» = 3/4; а, = Ва, = 2/3; ФИ (0) = Г, (x, y) y" (x). 
k, =Af (x, y); kp = AP (x 4+ 2/3hA, y + 2/3 2,); 

Ay =2(h)—y = 1/4(k + 3&,). 
6) g=3, s=3. 
Для того чтобы $ = 3, необходимо, чтобы выполнялись соотноше- 

НИЯ 

= Рыз; @з = Взл -- Вза; 03 (@; — а) — Ваз 0 (2 — За,) = 0; 

рва, 1 ра 0» -- рз 3 = 1/2; ра - ра - 23 =1. 

Наиболее употребительна совокупность формул 

= hf (x, y); Ro = hf (x +h/2, y + k,/2); 
ky = hf (x +h, yt+2k, — ky); 

Ay = 1/6 (k, + 4 ky + hz). 

Погрешность этой совокупности, порядка о (13), а при малых значе- 
ниях |,(х, 9) — порядка о (#5), т. е. при /, = О формула превращается 
в формулу Симпсона. 

в) для 4 =$ =4 наиболее употребительна совокупность формул 

в = Я/(х, и); Е, =ИР(х -- 812, у- k,/2); (8.15) 
Rg = hf (x + h/2, y + ko/2); №, = В (х И, y +h,). 

ду = 1/6 (# + 2%, + 2k, + Rj). (8.16) 
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Вычислительная схема метода рунге-— Кутта (8.15), (8.16). 
1. Выбираем шаг й на отрезке [а, в], № = (в— а)/й, задаем А. 

2. п =р:=0; м=1; г, те ра = 1/2; р. = 1/2; ра =0; 
№, =0; . (8.17) 

kp =hf(x +rzh,y +p; 1); & == 1,4. .(8.18) 

3. Вычисляем 

И = УЕ 1/6 (9 2-2. К .); [= 0, М — |. (8.19) 

4. При нечетных значениях { вычисляем Илл с удвоенным шагом 

Yt = y;-) + 1/6( (Ry + 2k, 4+ 2k, + hy); 

ky = hf (x + 77 2h, y + 9; Rix 1); j=l 4. 

5. Оцениваем неравенство 

[чья НЫ < 
Если неравенство выполняется, то продолжаем вычисления Yi.2 

с прежним шагом, если нет, то делим шаг й =А/2 и вычисляем снова 
И» 14-1. 

Пример 8.3. Задача Коши имеет вид 

ух? — 218; у(—1) =1, 
Найдем решение с точностью Д=0,005 на отрезке [—1, —0,4] методом 

Рунге—Кутта (8.17) — (8. 19. 
Выбираем шаг # = 0, 
Вычисляем А; по (8. 18) с том (8.17): 

ky =0,2 (1 —2-1) = —0,2; &y = 0,2 [0,92 — 2 (1 —0,1)2] = — 0,162; 
k, = 0,2 [0,81 — 2 (1 —0,081)2] = — 0,176; № =0,2 [0,64 —2(1 —0,08)2| =—0,205; 

y, = 1+ 1/6 (—0,2 —0,205 — 2 (0,162 + 0,176)) = 0,820; 
y= — 0,8 “ky = — 0,045; #, =— 0,154; ky = —0,122 &, = — 0,123; 

yp = 0,820 —0,120 = 0,700, . 

Проверим шаг: Н = 28 =0,4. 

by = 0,4 (1 —2-1) =—0,4; А, =0,4 (0,64 —2.0,64) = — 0,256; 
2. =0,4 [0,64 —2(1—0,128)2] = —0,350; #, =0,4 [0,36 —2 (1—0 ,35)?]=-= 0 182; 

Yo = 1 —1,794/6 = 0,701; 

[92 — у! = 0,001 < А. 
Продолжаем вычисления в шагом 0,2. 

x, = — 0,6; &, =0,2 (0,36 — 0,98) = — 0,124; 

Ё› = 0,2 [0,25 —2 (0,7 — 0,062)?] = — 0,110; 
#3 =0,2 [0,25 — 2 (0,7 — 0,055)2] = — 0,116; 
k, = 0, 2 [0,16 — 2 (0,7 —0,116)?] == — 0,103; 

Yg == 0,7 —0,779/6 = 0,570. 

хз =— 0,4; А, =0,2 (0,16 —2.0,572) = — 0,097; 
ky =0,2 [0,09 — 2 (0,57 — 0,048)?] = — 0,090; 
kg = 0,2 (0,09 — 2 (0,57 — 0,045)?] = — 0,072; 

k, = 0,2 [0,04 — 2 (0,57 —0,072)2] = уд = 0,57 — 0,412/6 = 0,501. 

Таким образом, с точностыо до 0,005 получаем решение 

у = [1; 0,820; 0,700; 0,570; 0,500]. 
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8.3. МЕТОД АДАМСА 

Мегод Адамса относится к числу А-шаговых методов, или к числу 
конечпоразиостных методов. | - 

Наиболее употребительны методы вида 

i k 
ч оч 

Mai gj = h Yb: } (x; -1, уг), (8.20) 
i= i= 

на сетке с постоянным шагом # = х; — х/—1 = сопзф, ар _; — постоян- 
ные коэффициенты. 

Формулы Адамса основаны на замене производной интерполяцион 
ной формулой Ньютона пазад (см. (6.22). 

Заменим на участке [х, х.|] производную интерполяционным 
полиномом Ньютона: 

у =Р, (Х) = У, Avo (x — x4). 

Обозначим g,= Ay, =hHf (Xp, Ys); R=O, I, 2, ... . Toraa’ ana 
любой конечной разности порядка т 

Ат, = ПАту,. 
Отсюда " 

y' = P(x) = B 4 (х— д). 
Интегрируя эту формулу на [х., х,], получаем 

И — и: = у (x) dx = 9g, + 1/2 Aq. 
x4 

Yo =Y +N + 1/2 Aq. 

Тогда 

В общем случае 

| Иа = УЕ 9: + 1/2 Ад-ьЕ=Ь2,.... (8.21) 

Для участка [х,, Xs] И’ заменяем на Р. (х): 

, A A? yf Py (x) = Ya + (x — Xq) + a (w— 4) (49 — 1) 

y’ ~ P, (x) = 2 4 9B (x — x) + FE (x — x) (x— x). 
Поскольку 

(я — xX,) (% — X,) = (x — %)? — (x— JA, 
TO 

af y’ a P(x) = 2 + 98 (x — x5) + 2 (Е x)? — (x — m) A. 
Интегрируем это выражение по промежутку [х», хз]: 

Хз 

3 — (2 = | и’ (х ах = 4. + 1/2 44, + 5124? 4,. 
Xe 
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Отсюда 
у. = и» -Е 9» + 1/2 49, + 5/12 А? дь. 

В общем случае 

ул == у; + 9: + 1/2 49:— + 5/12 4? 4:2, i = 2, 3, ... 46 (8.22) 
Точно так же можно получить формулы Адамса с третьими и 

более высокими разностямн. 

Yin = Git qi t+ 1/2 А9:—! + 5/12 А? 4:—2 +- 3/8 АЗ д; i= 3, 4,.... 

у (8.23) 
И 

у = и; + 9: + 1/2 Ад: + 5/12 4? 9:2 +- 3/8 48 9—3 -- 
4951/750A4q,4, i=4, 5, .... (8.24) 

Формулы (8.21) — (8.24) позволяют решать задачу Коши, если 
получены каким-либо другим методом значения и, у; И1, И», Из; И, 
у., Из, И. соответственно. 

На каждом шаге для определения и;., по этим формулам необ- 
ходимо вычислять 4:, А 9:1, А? 91-2, .... 

Преобразуем эти формулы так, чтобы вычислять только д 

уч = Yi t+ gi + 1/2 Agi = у + 1/2 (34: — 9:—1); (8.21) 
И = Yet G+ 1/2 Agi; + 5/12 429; = yy + 1/12 (239; — 16qi-1 + 

+ 59:—2); (8.22’) 

Yin = Ур - 9: + 1/2 Agi + 5/12 A? Q:-2 + 3/8 A*Gi-3 = 
=Yi + 1/24 (559; — 599:—1 + 374:—2 — 99:-з); (8.28°) 

Yin =Yitgi + 1/2 A 9: - 5/12 А*9;—2 + 3/8 АЗ; —з + 
4 251/750 A4g;_4 = и - 1/3 (7,889. — 11,399, + 10,654 — 

— 5,149;:—з-- 1,009;—4). (8.24’) 

Для выбора шага можно пользоваться неравенствами 

A*g;-2< 126; A®gi-3 < 246. (8.25) 

Поскольку при вычислении у;.: HO dopmyviaM (8.21’) — (8.24") Ha 
k-M Ware 9;-1, ..., известны, то достаточно вычислить g; = hy; , 
YTOOL! NOJIYYHTb 3HayeHHe Yi41. 

Пример 8.4. Продолжим решение задачи (*) на отрезке [—0,4; 0,2] no cope 
муле Адамса (8.23’). 

Выпишем полученные при решении задачи методом Рунге—Кутта значения 
Yas Ys) Yo у, : 

у: = 0,480; 4. = Ви, = 0,097; а. =Ву, =— 0,124; 41 = Ву, = -=0,045; 49а = 

Вычислим у5, ив: 

у5 = уз + 1/24 (5594 — 5993 Е 374» — 991) = 0,476; 
g, = hy. = 0,2(0 —2 - 0,476") = —0,090; 

9, = Y: + 1/24 (554. — 59а + 3793 — 995) = 0,471. 

Оцепим погрешнссть: gg = hyg = 0,2 [0,04 — 2 (0,241)?] = —0,081; 

АЗаз = 0,196 >> 24. 0,005 = 0,12. 

Следовательно, псобходимо вычислять Yg Cc шагом 0,1. 
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8.4. МЕТОД КРЫЛОВА — АДАМСА 

Поскояьку метод Адамса является не самоначипающимся, для 
вычисления начальных значений решения й., у, уз необходимо исполь- 
зовать метод Эйлера—Коши, либо Рунге—Кутта, что создает опреде- 
ленные трудности при решении задачи Коши. Академик А. Н. Крылов 
предложил формулу для вычислений начала таблицы решения задачи, 
полученную из формулы .Ньютона для интерполирования вперед 
аналогично тому, как были получены формулы Адамса: 

| =: 9: - 1/2 Ag; — 1/12 A*g;. (8.26) 

IIpu i= 0 
Y1 = Yo +4 + 1/2 Aggy — 1/12 A?Q,. 

При {= 1 
Yo == 9: 1/2 49, — 1/12 4191. 

Так как Ag, = Aq, + A’g, Hy, если ‚для начала таблицы положить 

429, = А*д., то 

уз =, 91 + 1/2.Agy + 9/12 A?Qo. 
Если дальнейшие вычисления выполнять по (8.23), то необходимо 

определить 
Уз = уз - 9» + 1/2 49, + 5/12 A’qy. 

Считая 4А?9, = А?9,, получаем: 

Yy = Yo +o + 1/2 Ag, — 1/12 A?qy = yy + 5/129, + 2/89, — Bin 

= + 9: + 1/2А%-- /124*9, = и; - 2/39, — 1/1299 + 5/129; 
(8.28) 

= 9% 298 -+ 1/2 44, + 5/12 A%g, = и, + 2/39» — 1/129, + 5/129,. 
(8.29) 

Поскольку при вычислении по (8.27), (8.28), (8.29) значений и, 
У., Из В эти формулы входят неизвестные 01, 4д., 43, метод является 
итерационным, когда в (8.27) — (8.29) неизвестные вводятся по мере 
их определения. 

Для контроля точности вычислений по методу Эйлера 

у = УЕ й/2 (и Yi+1), 

отсюда получаем 

Ау: = (9: + 9:+-,)/2 (8.30) 

| Ди; — (9: - 9:41)/2 | < =. 

Вычислительная схема метода Крылова-— Адамса. 
1 Выбираем шаг на fa, 6]. 

2. Вычисляем 0 = AI (Xo Yo) YL = Yo + 871240 

3. Вычисляем 9 = Af(x,, y™), un y= yy, +5 5,124, + 2/39; 

91 = hf (x, у”). 

И 

89



2 4. Вычисляем Hn 

ИО = у + 21398 — 11124; 4 = Af (a Ye”). 
д: 

| yo = yy + 2/3q,” — 1/12g_ + 5/1293" 

9? = Af (yy). | 
6. Вычисляем и’ по полной формуле 

Y= Yr =и-5/124, + 2/91 — 1/12457; 41 = a ВР (жь и). 
7. Вычисляем ys по полной формуле 

Yo = Yo’ = и + 2/39, — 11124, + 5/1295" Gy = Af (Xe Yo): 
6. Вычисляем 

= у, Е 2/34, — 1112491; 95? =Al (xs, 9’). 

9. Находим и по полной формуле 

Ys = YS = Ya + 2/3qq + 5/12q8 — 1/1244; 99 = Af (Xa и»). 
10. Оцениваем точность по формуле 

[уз — Уз — (@з + 92)/2! < 

11. Если ‘неравенство выполняется, то переходим к вычислениям по 
(8.23'), если нет, то делим шаг пополам и начинаем вычисления с п. 2. 
12. Проводим дальнейшие вычисления 

Yor = Yr + 1/24 (554, — 599,—1 + 37q,—2 — 9q4—3)- 

Нример 8.5. Необходимо найти решение задачи 

= Ну -|; у (0) = 0, 

на отрезке [0; 1] методом Крылова—Адамса с точностью А = 0,05. 
Выбираем А = 0,2. 

5 Вычисляем 4 = 0 12 (0-0 + 1) = 0,2. 

3. Вычисляем yh) и ты согласно пп. 2—10 вычислительной схемы, 

и = у, 5/124. = 0,083; 91 = 0,209; у = + 5/124% + 2/34) = 0,223; 

g() = 0,2 (0,04 + 0,05 + 1) = 0,218; y2) = y@) 4. 2/39?) — 1/124, = 0,351; 

48) = 0,2 (0,16 -- 0,123 -Е 1) = 0,257; у® = у? +- 2/39? — 112% + 51248 = 

= 0,457; g°) = 0,2 (0,16 -+ 0,209 +- 1) = 0,274. 

5. Вычисляем y 

Вычисляем и = 99, у = и 

и = + 5/94, -|- 2/34? — 11298 = 0,206; 4: = 1) = 0,2 (0,04 -|- 0,04 -|- 1) = 

= 0,216; уг = у. -- 5/12909 -! - 2/39: — 1/124% == 0,417; 

go = 0,2 (0,16 + 0,174 +- 1) = 0,267. 
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едим к вычислению (/з’ 

и = у -|- 2,340? — 11194 = 0,577; 4(9 = 0,2 (0,36 + 0,333 |1) == 0,338; 

tg = YS) == yy + 5/L2gh) -- 2396) — 1/1249) = 0,718; 
Jz = 0,2 (0,36 + 0,516 +- 1) = 0,375. 

‚Таким образом, начало таблицы искомого решения получено в виде 

И = 0; у, = 0,206; у, = 0,417; уз = 0,718; 9, =0,2; д. = 0,216; 4» = 0,267; 

03 — 0,375. 

Оценим точность полученного решения 

1Ys — Yo— 1/2 (93 + 92) | = 0,02 < в. 

Продолжаем решение задачи по формуле (8.23’): x, = 0,8; 

=Y 3+ 1/24 (5593 — 59а. - 379, — 945) = 1,179; 94 = 0,2 (0,64 - 1,382 --1) = 

= 0,604, 

Оценим точность 

4391 — 94 — 3 (93 — 42) — 9! = 0,064 < 24. 0,05 = 1,2. 

Вычисляем и’ 

у = 1,179 -- (55. 0,604 — 59. 0,375 -- 37 . 0,267 —9. 0,216) /24 = 1,972. 

Итак, решение задачи Коши на отрезке [0; 1] получено в виде (А = 0,05}: 

у = [0; 0,21; 0,42; 0,72; 1,18; 1,97]. 

Программы, реализующие методы Эйлера с итерациями, Рунге— 
Кутта и Крылова—Адамса, приведены в приложении. 

Численное решение краевых задач 

Краевая задача — это задача отыскания частного рещения урав. 
нений 

GYR { x) 

ho = fe (Xs Yas Yor or Yo = р (8.31) 

на отрезке [а, 6], в которой дополнительные условия налагаются на 
значения функций иуё(х} более сем в одной точке отрезка. Дополни- 
тельные условия могут связывать между собой значения нескольких 
функцьй в разных точках 

фа [И (8%), У, (1), ...› Ур (Ев) =, в=Т р, 5& 6 [а, 6}. — (8.32) 
В ‘простейшем случае дополнительные условия задаются на концах 

отрезка [а, 68]: 

Фе [Yi (а), у. (A), wey ур (а) = 0, р = ‚ т; 

ФГИ, (6), 4, (6), ..„ Ур (Бр = О, = т-Т, р, т> р. 
В отличие от задачи Коши краевая задача может иметь един- 

ственное решение, не единственное рещение и решение может не 

существовать. 
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8.5. МЕТОД КОНЕЧНЫХ РАЗНОСТЕЙ 

Разобъем область интегрирования на достаточно большое число 

равных частей 

Xp =X В; Е=1, N; h=(b—a)/N; x) =a; хм, = 6. 

Рассмотрим: для простоты уравнения второго порядка 

у’ =[(х, у, У}; (8.33) 
y(a) = 9,5 y(b) = yp. (8.34) 

Аппроксимируем И’ (х) и и" (х) конечными разностями 

, mw Ue th) — yx) , 
(Xe) ~ А ’ 

h) —2 —Ah y” (Xn) & д, и (хь- И) ae + Y (Xp ). 

R, =h?/12y'¥ (En); Ee € (xen, Хек; И = y (Xe). 

Вместо (8.33) получим следующее разностное уравнение: 

Yeti + Ir— L fl Xn, Yh ии Е =1, М; (8.35) 

Y (Xo) = Yar y(Xv+1) = Yo. 

Если решение задачи (8.33), (8.34) существует и оно единственно, то 
при М -> со решение (8.35) стремится к решению задачи (8.33), (8.34). 

В случае линейного уравнения 

y” — p(x)y =f (x), p(x) > 0, 
получаем: 

Ypti — (2 + A? De) Ye + Yp—y = MPP (Xe), R=, N; 
Yo = Yas YN+, = Yds Pe =P (Xx)s fe =] (Xe). 

Система (8.36) — система № линейных алгебраических уравнений, 
которую удобно решать, например, метсдом Зейделя. 

Нример 8,6, Пусть есть следующая краевая задача: 

y" + y =1; y (0) =0; y (m/2) = 1, (*) 
Вычислим й при М= 2: 

й = л/б; х, = 1/6; x, = 1/3; x3 = 1/2, 

Аппроксимируем уравнение (*) конечноразностным уравнением. 
Получаем систему уравнений: 

(12/36 —2) у, - yo = 17/36; | 
ув -| (12/36 — 2) у, = п?/36 — 1; 

I= 0; Уз —= 1. 

Решая ее, находим 
y, = 0,128; уз = 0,495. Известно и (х1) = 0,137 

Оценим погрешность в TouKe 1/6: 

| уз — y (1/6) | = | 0,128 —0,137 | = 0,009, 
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8.6. МЕТОД ПРОГОНКИ 

Рассмотрнм линейную краевую задачу 

A y (a) + a,y’ (a) = A, 

Вой (5) + By’ (6) = B (8.38) 

при | 0% [Е [a [= 0; | Bo] + 1B, 149. 
Построим следующую разностную схему. 

Уравнение (8.37) аппроксимируем уравнением 

Yrot | Тьук -- Пу = fy в =1, №. (8.39) 

ть = re(qeh® — 2); np = re(1 — h/2 pr); 

гв = 1-Е A/2pe)s fe = hrf (x2); Pe = P(Xe)s Ye = 9 (Xe). (8.40) 
Краевые условия (8.38) приобретают вид 

Здесь 

бой, + 91 /В (и: — Yo) = A, (8 41) 

Boyne + Bi/h (yw — yn4y) = B. " 
Обозначим 

Cy = A, /(A,1 — a); dy = hA/ar,. (8.42) 

Решая (8.39) относительно у, и исключая из него ул, получим 

Ув = сь (Чь — ув); R= N, N—1, ..., 1, (8.43) 
где 

сё = 1/(ть — пра); =, № | (8.44) 

dp = he — Пиби ар, k= l, №. (8.45) 

Коэффициенты с», 4» определяем по (8.44), (8.45) с учетом (8.42) — 
прямой ход метода прогонки. 

® Из (8.41) и (8.43) для R= N 

  

ВИ -|- Васи Ам 8 46 

И ПИ Bi ew FI) ee) 
Остальные значения у, R= N, МЬ—1, ..., |, находим, решая 

уравнение (8.43) — обратный ход метода прогонки. 

8.7. МЕТОД ОРТОГОНАЛЬНОЙ ПРОГОНКИ 

Представим граничные условия (8.40) в виде 

бой + 01, = А, 4 
том + Таух +1 =В, (8.47) 

где 0, =%—a,/h; 0, =a,/h; % =1В/й; 1, = В — т, при условин, 
что 09° - 01 = 1, 18 12 = |, т.е. о = (9% Е 1) Й; т, = (1-1). 

Введем в рассмотрение новые неизвестные величины Up, Up, Yr, 
определяемые соотношениями 

ив == Ув Пу Е У cae (8.48) 
Vk = YrCOoPr — Yrmi SINPE . 
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и (8.39). Из (8.48) получаем 

YRr—1 = UpCOSPR — Чл Ш Yr. `` 

Подставим (8.49) в (8.39): 

в = 1/ов {Ува -Н [$11 Зная + COSPeyt (x COSYe + 

+ megsinys)] uz —~ COSPie-p1 fe}; (8.50) 

Upss = 1/Opgtette + fe Sitesi + Ve/Pe [COSPy COSPe4i Е 

ob sinyesa (meSinye — ™,Cosy,)], - (8.51) 
где 
  

Oz = V cos*y, + (neSinys, — mzCosy,)? + 

Потребуем, чтобы в (8,51) не содержались 9». Тогда имеем! 

СОЗ СОЗуЕ-а -|- А-а (ПЕЗШ^рь — MeCOSys) = O. 

Отсюда находим $1уьа И соЗ\ь--и 

Sinye +1 = —Cosys/pr, ! 

СоЗ-а == (ИьЗШ Е — MCOSYx) (бк, (8.52) 

Ива = Melle! Oe + FeSIN Yet. (8.53) 

Для вычисления по (8.50), (8.52), (8.53) необходимо определить 
$111, с051, Ил, Ом+1. Используем краевые условия (8.47) и (8.48). 

Из (8.49) при Ё = 1 получаем 

Y, = u,siny, + v,cosy,; 

Yo = U,COr'Y, — U,SINY). 

H3 (8.47): (o,siny, + o,cosy,) -+ (o,cosy, — 015111) и: = А. 
Для определения 9-1 и и; в этом выражении положим 

0,cosy, — 0,siny, = 0. (8.54) 
Тогда . 

$111 = 0,3; Cosy, = 0,. 

Отсюда и! = А, поскольку 0? + of = 1. 
Ilonoxum Tenepb B (8.48) R= N +1: 

_ UN41 = yn-+iSinyn.1 -+ YNnCOSYw+1. 

Кроме того, из (8.48’) имеем 

- оу + тайма = В. 
Если А = 1,31 пм — 71,05) м--1 50, то эти уравнения имеют 

решение 

ум = 1/А (ВЯпум--1 — Ими); 

Ум--1 = 1/А (има, — Всозум-+1). 

Представим полученные выражения в (8.48') при А = М-1. 

unai = 1/A [—B + (t,cospw4i -+ Tysinyw+,) ими. (8.55) 
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Тогда остальные 9м, м1, ... 9 могут быть определены по 

(8.50), & =1, М. Коэффициенты ик вычисляем по (8.53), Е = Г, М. 
Это — прямой ход метода ортогональной прогонки. 

Значения у, вычисляем по любой из формул (8.49). 
Свойства ортогональной прогонки: 
1. Поскольку || < Ги |<05%*| < 1, при вычислении коэффи- 

циентов и», и» с погрешностью, вычислительная погрешность растет 
медленно. 

2. Так как ши =у, Ну, ТО следует, что погрешности 
при вычислении ук, Уь—1 такие же, что и и, 0». 

Вычислительная схема метода прогонки. 
1. Вычисляем й = (6 —а)/М№; Е =1, №. 
2. Вычисляем ри = р(х»ь); де = Qn (x1); fr =f (Xp). 

3. Вычисляем г» = 1/(1 + #/2рь); mite = re(h’ge— 2); te = te (1 

— h/2pz); fr = r ph? fe} k= |, ‚М. 

4. 4. Вычисляем Cy, dy M0 формулам (8.41) wa siny, =90,, cosy, = 0,, 

5. Вычисляем с», 4» по формулам (8.43), (5. 5) или ЗП, COSz 
по формулам (8.52), и, — (8.53), и, — (8.50), (8.5 

6. Вычисляем у» по формулам (8.45), (8.42), ь =N, N—1,..., 1, 
или по формулам (8.49). 

Пример 8.7. Пусть дана следующая краевая задача: 

у - (2 + Пу=х 
с краевыми условиями 

y (—2) + 2y' (—2) = о, 
у (2) --2у' (2) =0. 

Найдем решение этой задачи методом прогонки. 
1, Beiepem h=1; x, =—1; x, =0; xg= 1; 47 = 2; N=3. 

2. Вычислим рь, Gr, fer R= 1, 3: 

ра = ра == рз = 0; 9, =2; 9, = 1; = h=—l; f=; 

3. fg =. 

r=; го = [; га = |; т: =0; т, =—1; тз = 0; п: = 1;- п. =]; nN, = 1; Е. = 

4. Вычисляем прогоночные коэффициенты 

Oy hA 
= —2; 4 = — =0. бо = =——- 

9 Ooh — Oy Cy 

2 142 (—2/3) 3/4 
% Yet = 98 =TTF 8 GR N) 
Yg = C3 (dg — Yq) = 3/2 (3/4 — 1/6) = 7/8; yo = —2/3( 1/2 —7/8) = 1/4; y, = 1/2 

xX (— 1 — 1/4) = —5/8; yy = —2 (0 4 58) = —5 4. 

  

Таким образом, решение краевой задачи с шагом Й = | имест вид 

у = [—1,25; —0,625; 0,25; 0,875; 0,167]. 
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8.8. ПРИБЛИЖЕННЫЕ АНАЛИТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 

КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ 

В отличие от метода сеток использование данных методов позво- 
ляет находить решение задач в аналитической форме. К аналитиче- 
ским относятся проекционно-вариационные методы. Почти все они 
являются частными случаями метода моментов (метода Галеркина-— 
Петрова). 

Пусть при а < Хх < В задано дифференциальное уравнение 

F(x, y, y', y”) =0 (8.56) 

с граничными условиями 

[а (у) = (а) + ayy" (a 1) = 5} (8.57) 
l, (y) = Boy (6) + By’ (8) = (8.58) 

Считаем, что краевая задача (8.56) —(8.58) имеет единственное ре- 
шение на [а, 6], и оно непрерывно дифференцируемо до второго по- 
рядка включительно. 

Зададим две системы функций: 
1) система функций {9 (х)} удовлетворяет условиям; 

Un (x) E Cha, a Е =0, 1, 2, 

@DYyHKILHH Up (x) oe dae замкнутую на [а, 6] систему; 
2) система функций {и (х)}, удовлетворяющая условиям; 

ив (х) Е СЗа, 5; Е =0, 1, 2, ...; . 

при любом конечном й функции и, (х),  =1, й, линейно независимы 
на [а, 6]; 
функция #(х) удовлетворяет граничным условиям (8.57), (8.58), а 
функции и» (х) удовлетворяют требованиям 

La (ur) =0,. Ly (up) = 0, k=l, nh; 

функции Up (x) OOpa3yloT B Kslacce PYHKUHM C*fq, 4), удовлетворяющих 
условиям (8.57), (8.58), полную систему. 

Систему функций {9+ (х)} называют замкнутой на множестве ин: 
тегрируемых на [а, р] функций, если не существует такой непрерыв- 
ной функции, кроме тождественного нуля, которая была бы ортого- 
нальной на [а, 6] ко всем функциям 9,(х). Таким образом, если 
система функций {9 (х)} замкнута, то из условия 

b 

( f(x) ue (x) dx =0, k=0, 1, 2% 
а 

где /(х) — непрерывная на [а, 6] функция, следует, что f(x) =0. 
Обозначим ( класс функций 1; (х) © С\(а, вы, Удовлетворяющий гранич- 

ным условиям (8.57), (8.58). 
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Считаем, что система функций {ик (х)} полна в классе (, если для 
любого = >0 и любой функции у(х)ЕС можно указать такое п и 
такие параметры ат, 4., ..., ал, что 

[И (х) — ур («< в, 1 =0, 1, 2; 
a<x<b, 

rye 

Yn (x) = ty (x) +2 att; (x). (8.59) 

Это означает, что для любой допустимой функции и(х)6С 
найдется такая функция у„(х), которая будет сколь угодно точно 
приближать функцию у(х) на [а, 8] вместе с ее производными и’ (х), 

у’ (<). | 
Система функций {0 (х)} называется координатной, {ик (х)} — про- 

екционной системой. 
По методу Галеркина обе системы функций {ик (х)} и {шк (х)} 

совпадают. 
Рассмотрим уравнение 

Е(х, у, У, у’) =Ё(у)—[(х) =0, 
где 

d 
L(y) = и (Ру) — 9) у: 

p(x) > py > 9, p(x) EC fa, oy, 7 (x) > 9, . - (8.60) 
a<x<b, 

с граничными условиями , 

у(а) = А; у(5) = В. (8.61) 
Подставим (8.59) в уравнение (8.60). Получаем систему линейных 

алгебраических ‚уравнений 

di Cae —d;=0,i=0,m—1. (8.62) 

Коэффициенты сы и 4; вычисляются следующим образом. 
Выберем и„(х) так, чтобы 

b | 

| [L (u) — f (x)] up (x) dx =0, k= 1, т. 
a 

Тогда 
b 

сы = | [L (un (x)) a (x)dx, i=0, m—l, k=I1,m; 

ap 

b 
d; = { [1 (х) — В (ии: (%) ах, Е=0, т— №. 

Для (8.37) 
L(y) =y" — p(x)y' — 9 (x) y. 
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Поэтому 
b 

сы = — J Ip (x) we (x) a (x) + 9 (x) un (x) ue (x) de, 
  

k=1, m; i=0, m—l, (8.63) 

, Cir = Chi; 

d; = { [р (х) шо (х) иг (х) - 9 (%) шо (х) и (х) - Г (х) ш (х] 4х, 

“t=0, m—1. (8.64) 

Система уравнений (8.62) однозначно разрешима. Функцию 4 (х) 
можно выбрать линейной: и, (х) = а -+ Вх, так как и, (а) = А, и, (6) = 
=В. Тогда из (8.38) находим 

» A, — Beaty _ 4A 

p= Ooo (4 — 6) + fio%,— Ab, ' a = A— ap. (8.65) 

Остальные функции 12 (х) можно вычислить по одному из правил: 

ив (х) = (х— а (х— 6), = т; - (8.66) 

нь (х) = (х— а) (Хх — 5), = 1, м. (8.66’) 

Mono, Bbi6pap u,(x) no npapiay (8.66), sanvcaTb BbIpaxkeHuA JIA 
Up (x) uj (xX) WH Up (Xx) u; (x): 

Up (x) = (x — a)! [(k + 1) x— (a + Rd); 
Up (Xx) Uo (x) = Buz (x); 

ui (x) uf (x) = (x —a)et2 fe, + yx + eg (8.67) 
é; = (a + kd) (a + ib); 

в, = — (i+ 1!) (a+ kb) — (k + 1) (a + id); 
ез = (2-Е 1) (1—1). 

Up (x) Uz (x) = (x — a)*+! (x — 0). (8.68) 

Тогда вместо (8.63) получаем 
b 

cio = — | [p (x) (x —a)1B Е 1) x—(a + hb) dx — 
a 

  

  

b 

— | gq (x) (&@ + Bx) (x — a)’ (x — b) dx; (8.69) 
a 

b 

сы = — | (ад? [р (х) (е, - вых -[ ед?) + 
4-9 (x) (x — a)? (x — b)2] dx, i=1, m—1; R=1, m, (8.70) 

а вместо (8.64) — 
b 

dy =B | Ip (x) + [a (x) (@ + BX) + Ка + Вах, (871) 
a 
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b 

dy = | (x — a)'—" [p (x) BIE + 1) x —(a + fb) + 
a 

+ (x — a) (x— b) [(a + Bx) g(x) +/ (x) de, i=1, m—1. | (8.72) 

Таким образом, реализация метода Галеркина сводится к вычисле- 
нию интегралов (8.69) — (8.72) и решению системы линейных уравне- 
ний (8.62). 

Метод Галеркина используется и для решения нелинейных крае- 
вых задач. Действительно, поскольку решение задачи ищется в виде 
(8.59), то включив все нелинейные члены уравнения в функции р (х), 
а(х) и [Р(х) (с учетом (8.59)), можно вычислять интегралы (8.69) — 
(8.72) как функции х. 

Пример 8.8. Краевая задача задана в виде 

у’ ху’ -5 5у =0; 
у(—1 =0; 

у (1) =0. 

Будем искать решение этой задачи в виде 

Yo (X) = и (х) Наци, (х) -Р али» (х). 

Найдем © и В согласно (8.61): А=0; В=-. 

В = 1/2; я =0—- (—1). 1/2 = 1/2; 

ио (х) = 1/2 (х -- 1); р (х) = х; 9 (х) =5; [(х) =0. 

Вычислим интегралы (8.69) — (8.72): 

со=— | [x8 45/2 (x? —1) (x + 1] dx = 1/3; 
] 

си = — (Ix (x + 1) 1/2 (x — 1) 4.5/2 (x? — 1) (x +. 1)2] dx = —14/3; 
| : 

] 

C= — |e 4x? 0) $5 62 198] de = 4; 
—1 

> 

1 

с51 = — {Ix (6x? — 5x) +5 (x2 — 1)? (x + 1)] dx = —2; . 

—] 
| 

d, = 1/4 {tx 4-5 (x -+ 1)?] dx = 10/3; 

—1 
1 

d,=1/2 (bx Ox £5 (x? — 1) (x + Idx = —8/3, 
—1 

Составляем систему уравнений для вычисления коэффициентов 

a, + 14а, = 3 
12a, -|- 6a, — 8. 
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Решаем эту систему: 
a, = 86/81; a, = —64/81. 

Do (x) = 1/2 (x + 1) + (x? = 1)/81 (22 — 64x) = 
= 0,23 — 0,55x +.0,27x2 + 1,05%3, 

Программы, реализующие методы прогонки (программа ВРОВТК) 
и метод Галеркина (программа СКРОГ.), представлены в приложении. 

Задания для самостоятельной работы 

Решить задачу Коши у’ = [(х, У) с начальными условиями у (%) = 
=, на отрезке [а, 6] с точностью ДА одним из указанных методов: 
  

  

        

п f(x, 9) y (a) [а, 6} А 

1 (2— ух N N, 2N 0,005 
2 2% -|- у? -  М№М/З 0, № 0,01 
3 x— 2y? —1 —N/2, N/2 0,01 
4 cosx-+y 0 —N, 0 0,005 
5 Nx? + y? ° 1,5 N/2, 2N73 0,003 
6 x-++ ey 1 N, 2N 0,005 — 
7 In (x +9) 1,3 0, № 0,001 
8 V у у 3/4 №, 3№/2 0,001 

Решить краевые задачи методом прогонки и методом ортогональ- 
ной прогонки. Сравнить полученные решения: п = 8; h = (b—a)/n. 
  

т Диффереициальное уравиеиие Краевые условия 

  

Гу ху" — (вх + Пух --2 О (0) = 1; 
ey (4) — 

” '— М = Ах? k/2 0 № 0) = 3: Иру xy = kx? +] В : 

фри -мМу=я|  41(0) 24’ (0) =3; 
ea h/2 y (2) — ky! (2) =5 

y (—2) + 2y’ (—2) = 0; 
+R VAR ty +4") = #2} 

  

m 
co 

wn 

      
Глава 9. ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Рассмотрим для случая неизвестной функции от одного аргумента 
идеи методов численного решения интегральных уравнений. Эти 
уравнения в общем виде можно записать в виде 

F(x, u(x), 2) =0, (9.1) 
где и(х) — искомая функция, a 

b 

z= | f(x, t, u(i))de (9.2) 
а 

ИЛИ 
x 

=\ f(x, t, u(t) dt. | (9.3) 
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Формально интеграл (9.3) является частным случаем (9.2), когда 
f(x, 1, и) =0 при Ех и любом и(В. Но теория уравнений „с ин- 
тегралом (9.2) и (9.3) прииципиально различны. 

Уравнения, содержащие интегралы (9.2), называются уравнениями 
типа Фредгольма. 

Уравнения с интегралами вида (9.3) называются уравнениями типа 
Вольтерра. 

Ограничимся линейными уравнениями. Линейные уравнения Фред- 
голЬьма имеют вид: 

5 

A(xyu(x) +) K(x, t)u(t)dt = F(x). _ 0.4 
а 

Уравнения Вольтерра — 

A (x) u (x) + | K (x, t)u(t)dt = F (x). . (9.5) 

Когда коэффициент А(х) =0, уравнения называются уравнениями 
первого рода. Когда А(х)==0 всюду на [а, 8], уравнения (9.4) и 
(9.5) называются уравнениями Фредгольма и Вольтерра второго 
рода. Уравнения второго рода могут быть приведены к канониче- 
скому виду . 

b 

u(x) +0) K(x, u()dt =f), a<x<b, (9.6) 

x 

u(x) +04 K(x, u(t)dt=[(X), a<x<b. (9.7) 
a 

Mynkunn f(x) и К(х, И. предполагаются непрерывными в области, 
COOTBeTCTBEHHO a<xX<b, a<t, x<b; для уравнения (9.7) и 
а<х<ь; а<х<б— для (9.6). 

Функции К (х, Г) называются ядрами уравнений. 
В дальнейшем будем рассматривать только уравнения второго 

рода (9.6) и (9.7), так как для уравнений первого рода 

Ь 

\ K(x, Вий = Е (9.8) 
а 

задача является некорректной. | 
`По существу (9.8) дает интегральное преобразование и (1) B F (x) 

с ядром К (х, Ё). Может оказаться, что множество Ф(х) изображе- 
ний Р(х) составляет только часть множества $, в которое отобра- 
жается множество И функций и (Г). В эту часть РЁ (х) может и не 
попасть и уравнение (9.8) не будет иметь решения. 
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9.4. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ВОЛЬТЕРРА ВТОРОГО РОДА 

u(x) +) K(x, Du(t) dt =/ (x). (9.7) 

Построим для этого уравнения сетку с шагом й: 

x=atih; i=0, N;atNh<b<a+(N-+i)h. 

Положим в уравнении (9.7) х=х; и рассмотрим систему урав- 
нений 

и (хо) = [(а); 
х. 

и (х:) = UK (x thu (t)dt=f(x,), t=1, N. 
a 

(9.9) 

  

Пусть для вычисления интеграла в (9.9) выбрана квадратурная 
формула с узлами в точках ху, х1,..., Хи 

|} К(х, бифа=В У АКии (к) ть, (9.10) 
а j=0 

где Ки = K (xi, Хх), Г; — остаток квадратурного правила. 
Подставив (9.10) в (9.9), получим систему 

  

и (хо) = Tos 

u(x) +h > Ai; Kitt (%)) eri = fi, i=l, N. (9.11) 

f=0 

Решая (9.11) относительно и (х;) = и, найдем значения иг. 
Поскольку вычисления при решении системы (9.11) проводятся 

с погрешностями, то вместо (9.11) получаем 

шву АйКии = В 8 #=Т, М, (9.12) 

где 6; — погрешность вычислений. 
Обозначим 

1 = ши — и (хи, 1=0, 1, 

Вычтем из (9.12) уравнение (9.11): 

ep tad) AijKijej=ri +6; i= 1, N. 
j=0 

O6osnayum A = max|A;;|; K = max|K (x, 1)). 
i, ] (x, t) 

Предположим, что при всех достаточно малых Й выполняется 
неравенство 

ED 

A| AvKu|<q<l, i=1, N. 
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Тогла можно получить следующую оценку погрешности 

lee] << ое эк [и 4 § - АК] |1, (9.13) 

roe |r;|<r=r(h); |6;! <6 = 6(A). 
Полученная оценка позволяет судить о сходимости приближен- 

ного решения и; к точному решению и (х). 
Рассмотрим частные случаи квадратурной формулы (9.10): 

Е == 1! 
а--в 1 

\ K(x, t)u(t) dt =h УХ АыКии (хо) + re. 
a {—0 

Эта формула точна для линейных функций при Ах, = А!1 =1/, — 
формула трапеций. 

м = — 1/3 Ё (К с, 1) a<n<ath.   

Используя формулу 
a--h a 

\ K(x, )u(t) dt =A/2[Kyu(a)+Kyul(athl +r, (9.14) 
a 

получаем UW; =u(a-+Ah). 
Для вычисления и, положим в (9.10) k = 2. 
Наивысшая степень алгебраической точности, которую можно 

достичь с ПОМОЩЬЮ выбора Aare Aro А, Aga, COOTBET- 

  

ствует трем при А» = 1/., А», = 1/5; Agi = 4/3: 
a-+-2h 

K (xq) t)u (t) dt = h/3 [Kgyu (a) + 4Ky.4 (a+) + 
-- Кьои (а -+ 21)] -- го; (9.15) 

Го = — й°/ Ё и р - Oy ,a<eyn<scat 2h. 

Это — формула парабол. Используя (9.15), находим u, ит. д. 

9.2. РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ ФРЕДГОЛЬМА ВТОРОГО РОДА. 

МЕТОД КВАДРАТУР 

Запишем уравнение (9.6) в виде | 

u(x) =%( K(x, thu (t)dt +f (x). (9.16) 

Ha отрезке [а, 6] возьмем произвольно п точек а<х<х.<... 
5х, < 6. 
Применим какое-либо правило приближенного интегрирования 

уравнения (9.16). 
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Интеграл в (9 16} зависит от х как от параметра, поэтому коэф- 
фициенты квадратурной формулы будут зависеть от х. 

[Kew 1) u(t) dt = у и + 0 (X). (9.17) 
k=] 

Подставив (9.17) в (9.16) и nonoKHs8 последовательно х=х,, 
х., ... › Хп, Получим для точных значений и(х) систему уравнений 

ива У с (xi)u(x;) +o (x), i=T, nm = (9.18) 
i=1 

С учетом погрешностей вычислений вместо (9.18) получаем: 

о 

ии —^У C(x, uj; = fi, [=], И. (9.19) 

= о 
Определитель системы имеет вид 

А (^) = "Е — 1. (9.20) 

Если А не является собственным значением задачи (9.16), то 
А (Л) ==0 и уравнение (9.16) имеет единственное решение. Это 
условие необходимо проверлть. | 

Выберем для (9.16), например, квадратурную формулу Симпсона 
b 1/2 

к K(x, thu(t) al =h/3 (Cio + Cin + 2 У 2, Сы) 5 (64); 
а ]=21 

си = К (хь хуи (Хх), Е=0, в. 

Георема. Пусть уравнение (9.16) решается с использованием 
формулы Симпсона, причем: 

1. 

= (6 —а) max |К(х, |< 1. 
a<x,t<b 

2. Функции /(х) четырежды непрерывно дифференцируемы, ядро 
К (х, Г) — четырежды непрерывно дифференцируемо по каждому из 
аргументов. 

Тогда наблюдается сходимость приближенных решений и справед- 
лива оценка 

Ь — М 

| и, —и”| «(= ое © ar Cat My [4 

где 

d*u* (t) 

dt? 

  

M, [u*} = max 
| a<t<b 

  

п процесс нахождения приближенных решений устойчив. 
Вычислительная схема метода квадратур. 1. Делим ‘отрезок 

интегрирования [а, 69] на п частей с шагом П. 

2. Вычисляем в точках м: =а-- №, [=0, п значения функции 
(хр и ядра К (хь Oi 

Ci = K (Xz, Xj) Uj. 

194



3. Составляем систему уравнений для определения цу, ц., ... 
eco 9 Ин 

пр 

и; — МИЗ [Кош + Kintt, + 2 2, (2К рули - Ki, 2/t2j) = Tis 

= 0-я п. 

4. Решаем систему линейных уравнений методом Гаусса по схеме 
Халецкого. 

Пример 9.1. Решим методом квадратур следующее уравнение: 

0,8 

u (x) = 0,75x — 0,2 +- 0,25 | (3х? -- 24) и (0 а. 

3anaem hu n:h=0,2 

Вычислим f (x;), i= 1 

i= 
Вычисляем К (х,, Хх}: 

о 
0 

К=р 0 
0 
0 

я =4. , 

1,5; } (4) = 0,755 — 0,2. 

0 

[-—0,2; —0,05; 0,1; 0,25; 0,4]7 

0,4 

0,424 

0,448 

0,472 

0,496 

0,8 1,2 
‚ 0,896 1,356 
0,992 1,512 
1,088 1,668 
1,184 1,824 

1,6 
1,984 
2,368 © 
2,752 

3,136 

Составляем систему уравнений для нахождения ц,, i=1,5 

2 + 

и; — №3 [К ди; - Кувиь -- ° > (2X4, 2j—1%2j—I + К; 25) = 

  

  

  

  

    

                    

1=1, 5. 
Ди = 4. 

—30 3,2 3,2 9,6 3,2 6 
0 —256 35,8 108,5 39,7 15 
0 35,8 —262 121 473 |, а=| —30 
0 378 435  ~—166,6 55 —75 
0 397 4,74 146 —23,73 _ —12 

Решаем систему линейных уравнений методом Гаусса по схеме Халецкого: 

bij 

—30 | —0,11 —0,11 —0,32 —0,21 —0,2 

0 —256 —0,14 ‚ —0,424 —0,155 —0,06 

0 35,8 —257. —0,53 —0,206 0.108 
Cy, | — : 4; 

0, 37,8 48,8 —124,7 —0 568 0,569 

0 367 60,3 215 16,4 —0,679 

—0,182 —0,078 0,065 0,183 —0,679 

м 
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Получаем: uy = —0,2; u, = —0,182; и, = —0,078: и. = 0,065; и. = 0,183; 
ив = — 0,679. 

В приложении приведена программа, реализующая метод квадра- 
тур (программа ПМЕЕ). a 

Задания для самостоятельной работы 

Методом квадратур решить уравнение 

b 

u(t) = FO) FAL Kix, ) w (t) dt. 

  

  

  

N f(x) К (х, 0 А а ' hy, h, 

| |52/3—5 x?t/5 +L 32? 0,3 | 0 ! 0,1 | 0,2 
2 |Inx+2x 8x Vt + 423 0.2 | 0 2 0,2 | 0,4 
3 |sinx + x? x2t2 4 t/4 . 0,25 | 0 2 0,2 | 0,4 
4 |e—* + Qx хз УР 02 | 0 | 0,1 | 0,2 

5 |Vx/3+1 x7/4+ 1/2 +1) | 0,3 | 0 2 0,2 | 04 
6 | x3/2—4 (х? — 312) 1 0,4 3 02 | 0,4 

7 [42-2 x2 Vt — 22 0,2 | 3 02 | 0,4 

8 |sin x -- x? te—* 4. x2 | 0,2 0 ] 0,1 02 

9 Vx/2+ x Vxii+te 0,4 0 I 0,1 0,2 

10 |х--2 sinx +? 0,3 | 3 02 | 04 

Ш |x?4 1/2 x3t— 37 0,25 | | 3 0,2 | 0,4 

12 |x+4 x Vt+e* 02 | 0 2 102 | 04 
13 |2Vx3 +1 . | cos 2x — f? 0,25 |0 2 02 | 04 
14 |cosx — x е- Я 2х . 04 | 0 | 0,1 | 0,2 
I5 Jsin(x+l)+x In (fx) + 7? 0,3 l 3 02 0,4 

16 |2inx-+1 х2? —ЗУх 0,25 | 1 2 0,1 | 0,2 

17 |Vx+2x sin (xf +- 1/2) 0,25 | | 2 0,1 | 0,2 
18 |x2?-+ 1/2 cos (x-+ f)-+%/2 | 02 | 0 ! 0,1 | 0,2 
I9 jigx +l tg(ix tote 02 | 0 2 0,2 | 0,4 
20 | 2x2 — 1 cos (¢#) +- x? 0,25 | 0 2 0,2 | 0,4                 

Глава 10. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ НАХОЖДЕНИЯ ЭКСТРЕМУМА 

ФУНКЦИМ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Пусть функция 1 (х), х = [х1, Х., ... › Хн| определена в п-мерной 

области @ <: В". Точкой относительного минимума функции /(х) 
называется внутренняя точка х*ЕС, в которой | (x*) </ (x), T. e. 
существует р > 0 такое, что 

[*) < ©) 
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при условии, что |х —х*|| <р. Если переменные ху, х., ..., Xn 
связаны дополнительными условиями вида ф, (х) = 0, # = i, т, то 
точка х* называется точкой условного экстремума [(х). 

Рассмотрим задачу нахождения точек относительного экстремума 
(минимума). 

Пусть М (х*) — точка относительного минимума функции и в 
некоторой ее окрестности существуют производные 0/(х)/0х:, t= 
=], п, и пусть М, (х') — некоторая точка, достаточно близкая к 

точке М. 

Обозначим через х; = х; (1), Е =1, п, параметрическое уравнение 
траектории, проходящей в момент { =0 через точку хо, вдоль кото-. 
рой при увеличении Е функция Г(х (#)) убывает и притом наиболее 
быстро. Тогда, поскольку вектор 

grad j= [5 at ... a 
1 2 n 

направлен в сторону наиболее сильного возрастания функции [(х), 
можно записать: 

Si
e == — grad f (x). | (10.1) 

Отсюда следует, что траектория х = х({) наиболее быстрого 
изменения функции f(x) ортогональна к соответствующим поверх- 
ностям уровня f(x) = const. 

В скалярной форме (10.1) имеет вид 

4 9/. 
dt ~ ‘Ox,’ 
ооо Фо (10.2 

dxn _ OF | 
‘ а дА' 

ч 

Система уравнений (10.2) — система п обыкновенных дифферен- 
циальных уравнений с п неизвестными функциями х, (1), х. (1), ... 
ооо 9 Xn (Г). 

Для отыскания ее частного решения дополним ее начальными 

условиями - 

№1 (0) =хю, {= 1, xn. (10.3) 

Задача (10.2), (10.3) — задача Коши. 
‚Практически эту задачу решают приближенно, аппроксимируя 

ах/АЁ по формуле Эйлера: 

xit! = xi ai i=Il,n 10.4 bE ay? (10.4) 

где 

fp =f (a, x}, eee y x/); xi = x; (t,), t; = jh. 

Шаг й выбирают из условия .[;--1 < fy. 
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----.-ЦЩщ-—^Щ--) ^--у АУРА b44WV 4484S 

OF ;/Ox,, ... , дЁ/дхи, по (10.4) можно найти точку х/+! с меньшим 
значением функции Г (х). 

Рассмотрим некоторые приближенные методы нахождения точек 
экстремума функции /(х), не требующих решения системы уравне- 
ний (10.2). 

Для решения задачи построим итерационный процесс 

ХАН = x/taip/), j=0, 1, 2,..., (10.5) 
a 

где р/ — вектор, определяющий ` направление движения из точки 
x/, и! — числовой множитель, величина которого определяет длину 
шага в направлении ру. 

Процесс (10.5) можно определить, если будут указаны способы 
построения всктора р’ и вычисления величины @/ на каждой 
итерации. 

Для приближения к точке х* необходимо двигаться из точки х/ 
в направлении убывания функции, т. е. в направлении спуска. При 
этом вектор р’ должен удовлетворять условию 

(F(x), pi) <0. 
10.1. МЕТОД НАИСКОРЕЙШЕГО СПУСКА 

Полагая р/ = — f’ (x/), получаем итерационный процесс 

xit! = х/ — 1" (ХЛ), 91 >0, | =0, 1, 2,.... (10.6) 

В координатной форме процесс (10.6) записывается в виде 

fT) iT a, (10.6') 
£ 

ag 
xp = x 

Для реализации процесса (10-6) необходимо выбрать начальное 
приближение хо и параметр о. 

Параметр © выбираем следующим образом. 
Для произвольного значения &« определяем точку 

x! = x? — 01" (хо). 

Далее проверяем неравенство. 

[ (x") — f (x°) < — ea | i" (x°) |, (10.7) 

где 0<в< | — произвольно выбранная постоянная, одна и та же 
при всех | =0, 1, 

Если (10.7) выпо. пиясл ся, то @/ =“. Если оно не выполняется, 
то дробим @& до тех пор, пока неравенство (10.7) не окажется спра- 
ведливым. 

Обоспование такого ‹поссба выбора & дается теоремой: 
Если функция [(х) ограничена спизу, grad f(x) удовлетворяет 

условию Липицища 

НЕ (х} Г (УГ < 9х — У! (10.8) 
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HOMY CHOCOOY, то для процесха yaueuy чуде ие млин оо ее - 

ни была начальная точка. хо. +s 

Условие (10.7) выполняется при & < (1 —=)/4. 
Таким образом, если (10.7) выполняется, то определив 4 из (10. 8), 

можно выбирать @ = (1 — =)/9. 
Описанный выбор шага @ характеризует градиентный метод 

спуска. 
Если выбирать @/ из условия минимума функции в направлении 

движения, т. е. выбранное значение ©/ должно обэспечивать выпол- 

нение условия 
min (D; (@) = f(x’ — af’ (x/)) = min f (x/ — af’ (x/), 
a> a>0 

TO градиентный метод поиска экстремума называется методом наи- 
скорейшего спуска. 

Условие для определения ©! холжно иметь вид 

Ф, (a) 
min f (x! — af’ (x/)) = —- 
a>0 

= 0. (10.9) 
Ч 

В частности, если 

f (x) = (Ax, x) —2(b, x) — 

квадратичная форма, соответствующая системе нелинейных уравне- 
ний с матрицей A, TO 

ff (x) — 2 (Ax —b); xi#l — x/ —q/ (Ax/ —b); 

    

Ф. il ° . а j =2 (Ах —b, dx! | =--2(Ах/н —Ь, Ах!.— Б) == (), 

dq! a! 

Отсюда 

al = (Ax/—b, Ax/—b)   
A (Ax/—b, Ax/—b) 

n 
Ч @ 

re (a, b) = У a;b; скалярное произведение векторов а, В. 
i=| 

В общем случае решается уравнение 

аФ, (a) 

dai — 

В качестве «/ выбирается минимальное положительное действи. 
тельное значение корня этого уравнения. 

10.2. ОБОБЩЕННЫЙ МЕТОД НЬЮТОНА 

В граднентных методах для определения направления движения 
используется лишь линейный член из разложения функции в ряд 
Тейлора, т. е. используется наиболее грубая аппроксимация мини: 
мизируемой функции. 
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Пусть функиня /[(х) является строго выпуклой и достаточно 
гладкой. 

Рассмотрим функцию 

ф(х) == Р (у) (Г (у), х-- у) + 1/2 (РГ (у) (х— У), (х— У), 

которая продставлязт собой уже квадратичную аппроксимацио f (x) 
в окрестности искоторой точки у. 

Вектор р, минимизирующий функцию 1 (х), находим по формуле 

р = — [Г (у)]`"Р (5). (10.1) 

Направление, определяемое вектором р, является направлением 
спуска /(х), так как 

(Г (У), р) = — (Г (Ур, рр < 0 

в силу выпуклости ] (х). 
Итерационный процесс для построения последовательных прибли- 

жений к решению задачи мннимизации | (х) имеет вид: 

ХАН — х® — 9 (11) И,, ай > 0, Е =0, 1,.... (10.11) 

Метод (10.11) называется обобщенным методом Ньютона. Обыч- 
ный метод Ныотона соответствует случаю ©^ = 1. 

Обозначив ({»)`* == [фи (х^)]1, запишем (10.11) в координатной 
форме 

п b 

| | Of (x") . — 
Xj! = xf—at Wg, He | [=], ПМ. 

1 
[>= 

Представим (10.11) в виде 

xetl — x” + ор”; f’ (x*) р* — = |" (х^), (10. 12) 

или в гоординатной форме 
п , 

R к 

VO) pp = 0). Ox,0x, Fi ax,’ i 
j=l 

ke] 4 Rk. eh xt take? [= 1, n. (10.13) 

Сл`довательно, для определения вектора р’ можно не обращать 
матрицу /” (х^), а решать систему липейных уравнений (10.13). 

В;.бпрать параметр & будем следующим образом: 
1) полагаем a@ = 1 и вычисляем точку x = х* -|- ар"; 
2) вычисляем | (х) = } (х^ - ар»); 
3) проверяем неравенство 

Г(х) — 1 (ха) < вай рю, Oe < "7p. (10.14) 
4) если (10.11) выполняется, то “ = 1, иначе производим дроб- 

ление @& до тех пор, пока неравенство не выполнится. 
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Значение а^ можно выбирать и из условия 

Г (х“ -|- аир^) -= шва] (х^ -- © р^), (10.15) 
a> 0 

т. е. из уравиения 
aD, (%) 

da 
——- 

Основную сложность при реллизацин метола Ньютона представ- 
ляет собой вычисление матрицы вторых производных функции / (х). 

10.3. МЕТОД НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ МНОЖИТЕЛЕЙ ЛАГРАНЖА 

Пусть необходимо найти вектор х, доставляющий экстремальное 
значение целевой функции /(х) и удовлетворяющий системе ограни- 
чений в форме равенства 

8 (х) = 0, (10.16) 

re €= [By вы... В. 
Сформируем функцию Лагранжа Н (х): 

M1 

Н(х, №) =f (x) — 2 digi (x) (10.17) 

где Л; i= 1, т — неопределенные множители Лагранжа. 

Теперь исходная задача отыскания условного экстремума функции 
Р(х) с условиями (19.16) заменяется задачей отыскания безусловного 
экстремума функции Лагранжа Л (х, ^), которая может быть решена 
описанными ранее методами. | 

Действительно, получаем систему из п--- т дифференциальных 
уравнений с и -- /1 неизвестными: 

  ОН (х, ^) =4 & — Ул! ms © —0 ЕТ Л: 

Ox; — | (10.18) 
Ol (x, 2) 
HD oy =0, k=, m. 

Пусть область 5 состоит из всех х, для которых выполняются 
ограничения (10.27). Тогда для любого х 65 

H (x, A) =f (x). (10.19) 

С другой стороны, экстремотьная точка фупкции Лагранжа 
х*С5, так как соотнсешепия (10.16) входят в (10.18). Отеюла, 
с учетом (10.19) получаем гребуемое: экстремальная точка функ- 
ции Лагранжа Н(х, ^). иааденная в резульгате решения систе- 
мы уравнепий (10.18), определяет набор {х’!, улорлетворяющий ог- 

раничениям (10.16) и доставляющий экстремальное значение целевой 
функции f (x). ‚ 
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Метод неопределенных множителей Лагранжа может быть реа- 
лизован, если количество ограничений не велико и их представление 
позволяет решить систему уравнений (10.18). В противном случае 
этот метод может быть реализован в сочетании с градиентным. 

Вычислительные схемы. Метод наискорейшего спуска. 1. Выби- 
раем начальное приближение х° и начальное значение параметра ©. 

Of (x®) Ja 
2. Вычисляем | (х°) =у, и Г (х°) = oo ; 

. t jl: 
1 0 , 

3. Вычисляем хр = X;— af: (x°) uw f(x). 
4. Проверяем выполнение неравенства 

F(x) — F(#°) < — ea |] (юр. | , 

5. Если это HepaBeHCTBO He BbINOJHAeTCA,. TO BpOOHM @ путем 
умножения на ^<1 до тех пор, пока неравенство не выполнится, 
повторяя пп. Зи 4. 

6. Формируем функцию 

Ф, (<) = [(х* — ар (х*)), Е= |2, ... 

и вычисляем производную от Ф» (а) по @ 

aD, (a) 

da = 

7. Решаем последнее уравнение относительно © и в качестве 
© выбираем минимальное положительное действительное значение 
корня. 

8. Реализуем итерационный процесс 

k+1 po x . 
xe! =" — ой и, ° 

9. Если © || р" ||? < А, то принимаем х* = х®+! за точку относи- 
тельно минимума f (x). 

Если неравенство не выполняется, то повторяем пп. 6, 7, 8 для 
вычисления Ё-х итераций. 

Обобщенный метод Ньютона. 1. Выбираем начальное приближе- 
ние х® и параметра a? = |. 

2. Вычисляем матрицу Е=| 

  

  

ых | И = 9109), i=l, n. 
дх;дх, OX; 

3. Решаем систему линейных уравнений 

Ер® = — 4. 

4, Вычисляем точку х == х® -+- ap? 
5. Вычисляем f(x) и } (x°). 
6. Проверяем выполнение неравенства 

<) — 1) <— oS 22 of р (10.20) 
i=| 

где 0<=< 17. 
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7. Если неравепство (10.20) не выполняется, то производим 

дробление GQ умножением на V< до тех пор, пока“ неравенство 

Не ВЫПОЛНИИТСЯ. ° 

8. Формируем фупкцию 

Py (x) = f (x* + аЁр*). 

9. Решаем уравнение AD, (a a)/da =0 OTHOCHTebHO < и в качестве 
© выбираем минимальное действительное положительное значение &1. 

10. Реализуем итерационный процесс 

11. Если | р* ||? < в/о, то значение х* = х®+! считаем с точностью е 
за точку относительного экстремума, если неравенство не выполня- 
ется, то повторяем пп. 2, 3, 4, 8, 9, 10. 

Для определенности будем рассматривать алгебраическую функ- 
цию трех переменных вида 

3 

[ (x) =, + A5%4X,X5 + 2 {ai4) + di, Хоа -|- 
; 

| -- x x; (bi; + (Ct; + (dij + G5j;X;X;) х) x:]} Xj. (10.21) 

Тогда производные тон имеют вид 

3 

LO) ang + (as +s, «+У 4, «и []*+ 
i=] 

  

3 
-- ба, ьхь -- x {[5z, c+ (Cr, 2 + 2d, exe) Xi + (2¢4, 1 Завахь) хь + 

+- di, px? + 2 (2ек, Xe ЗЕ ер вх а) хьхй Хх}. (10.23) 

Вычислим и вторые производные, которые нам понадобятся для 
реализации метода Ньютона 

д 71%) 

Ox; Xp 

+ 44, в п Xj + Sa. 4X7 + х (Ci, -+ Зав, iXe + 
i+ iy [= 

- (бек, Xp + ei, Xi) X)xX} k= 1, 3; 

= Op p+ 2 (Cr, Xe + C1, rX1) + 3 (de, Xi + dy, pX1) + 

= * tbe nt (2c, r+ 3de, pXe) Xe + Ber, 2X2 + 

OF (Xx) 
Oxp OX 

у. 2 2 
+ 4d, 4XpX1 + Xn (a; + 2 У Ay, .Xi— ay, nXn) -|- Век, ХЕ -- @,, ВА) мХь 

i=] 

kl, 1=1,3; n=1,3; n#k, nl. 
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Согласно вычислительной схеме метода наискорейшего спуска необ- 
ходимо сформировать функцию 

N 
ey) — k ву!) — \ Rly jm f (xk — apt) =f (x# — al! (x4) = d) gj (— 1) ait. 

j=l 
——__ 

Коэффициенты &, 1 =1, М, где М — наивысшая степень аргумен- 
тов х; в функции [(х), вычисляются по следующему алгоритму. 

Для @, | =1,3 имеем 

о =ххл Sg = DXi EG Г. = Gif 
(xX; — aps) (X; — AQ) =F, — @и, + гу; 
3 

I] (xX; — apr) = 0, — hg + ads — аа; 
= 

Ч: — Х1 ХХ. Jo = хо, (ХФ -- Хз) -- Хх. фо 

Чз == Фо (Фих, Е Фз^) -- Ф:Ф.Х,; 9.4 = Ф.ФоФ.. 
Далее 

—> 

Ci, j + (di, / + Cx, jXiX;) Xj = у $ (—1)2—юи/—1 

= 

Где $1 = Им ЕС 5т--2 == Фин: Е ХИ; Т = 1,2; $4 = Peis 

= а ен Гь= Те, р Гь == Ге, , 

3 | 8 a 
> x; [b:, 7 + (с, (а, -Не, хх) хх = > vu; (—1)’Faf I; 

Uy = 51| -- b;, jp Um+} — QiSim--| -- XiSm; fl = I, 3; 

И; = 5. Ш =И ХА Um = Cjin + Xj 

т= 1,4; 9, =иФр Sm = 441+ 9ndi,a Um т == 1, 4; 
Ld 

  

Наконец, 
8 6 

и 

e e Ч . . 

О Я al; 
j=l j=l 

By =A, + O58, + SX Bz = SolPas (10.23) 

Em-+-l = XiSin +) + iSm +459m41;5 N= |, 3; " 
——. 

9 т--1 == $т-- М — и фи т = Г, 2. 

В описанном алгоритме ф, = 0/7 (х^).дх„ вычисляемые по (10.22) в 
точке х^. 

Отметим, что значение функции в точке х^ равно коэффициенту 2, 
в (10.23): f (x*) = gy. , 

Коэффициенты а; в (10.21) — коэфрициенты при линейных чле- 
нах; а, — свободный коэффициент; а, — козфрициент при х.Х.х5. 

Коэффициенты 6: „Г, | =1, 8 — коэффициеиты при квадратичных 
2 

членах хх, при этом O,,;=0;,% с,,— коэффициенты при x;x;; 
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3 2 2 
а, 1— при хх dt,4—XiX; — соответствеино, d4,¢— коэффициенты 

3 
4 2 . . TSA 

при членах | хухи ег. ; — коэффициенты при хх 4, f= 1, 3. 
j=! 

Для фуикций описанного вида несложно реализовать метод нан- 
скорейшего спуска и обобщевиый метод Ныотона на цифровых ЭВМ. 
Программы, реализующие эти алгоритмы, приведены в приложении 
(программа @КЗР). 

Пример 10.1. Найти минимум функции 

f(x, y) = 2x? -b xy -i- yg? + 2x + y 4-1 

методом наискорейшего спуска. 
Выберем начальную точку х9=0; у = —1; а=0,5. Вычиелим ] (х1, у) и 

ep; (x°, у): 

[(0; —1) =х (2х Ну НУПУ-1=Е 

оф 4х ++ 

д 
= oe 

1 (0; —1) =1; > (0; —1) = 1, 

Вычисляем хт, и1: 

х =0—0,5. [= —0,5; yt = —1— 0,5 (—1) =-—0,5; f(x}, м) =0,5. 

Проверяем выполнение перавенства (10.5) прн & == 0,5: 

f (x*) — 7 (x") = 0,9 — 1 = —0,5; 
ИА (50) 1? =1; 

—0,5 < —0,5. 0,5. 1 = -— 0,75, 

Неравенство выполняется. 
Для выбора % на следующих приближеннях воспользуемся равенством (10.9) 

Dy (4) = By — AB -- 963; 
m=xtytlh r= tga 73 = 1-х. 

Вычислим g;, i = 1, Зв точке (х’, y}): 

91 =0,5; д, = —0,25; g3=1; 
ty = —0,5; {2 = —0,5; 

D, (a) = 0,5 — 0,250 + @?; 

dP 1 (%) = 2% — 0,25 = 0; © = 0,125. 
da 

Вычисляем х?, и?: 

Хх = х1 — 1, = — 0,438; 

y? = y — alipy = —0,438; 
23> 7 (х, 17) => (),30; n= 0,052; Эз = 0,23; 

(Г1 = —0,19; yy = —0,314; 

Ф, (х) == 0,35 — 0,052 ++ 0,232; 

99: (9) 0,46% —0,052; «2 = 0,114; 
du 

x3 = —0,415; 13== —0,403; 
8, =f (x3, 9) = 0,834; 
[ (хз, уз) > f (x?, 9°). 
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Таким образом, точка относительного минимума 

х* = — 0,438. у* = — 0,438. 

Пример 10.2. Найдем точку относительного минимума обобщенным методом 
Ньютона для функция 

f(x, y) = x4 —4x2y - x® + 4y? — 6x42. 

Bri6upaem HavalbHyio TouKy x°=0; v9 =0; 7=0,2; e= 0,1. 

Sax — Bry 2x — 6; Em tet + By; 
OF по — OF | ax? = 1272 — Sy + 2; Эх x OY — 8х; 

92} 

oy? = 8. 

Вычисляем /(х09, ип) = 2: 

91 (5х8, 1) с. 9/0, 10) _ к = fy = —6; Oy = (Po = 0. 

Система уравнений (10.13) для вычисления р? имеет вид 

07! ре 0} ь Е. 
  

9х Р1 Г дх Oy Py =~ Py) 

0} O77 к р 
дх Be ay? + 5 ay? 2 — —$.. 

С учетом полученных выражений для вторых производных система имеет вид 

(12x? — Ву -- 2) ре — хр» = —ф; 
—8xp" +- 8p* = —$.. 

  

Отсюда 
в № 

P, + XQ, р В 
= Ва, РР, $,/2. (X) 

Тогда 

Вычисляем 

д =0--0,2.3=0,6; у1=04-0,2.0=0; 
f (x, y*) = —1,l; 

(fo, p®) = —18; ex (fo, p®) = —0,36; 
—1,1 —-2= —3,1 < —0,36. 

Вычисляем р, и р, по формулам (5Х.): 

= 4; ф. = 0,86; р1=14; р: =0,66. 

Вычисляем х?, и?, /(х?, 1?) п ф', ф.: 

—= 0,6 -|- 0,2. 1,4 = 0,88; у? =0-0,2 . 0,66 = 0,13; 
2 . 8 . F(x, y)=—1,8; 9 = —37; P= —2,2; 

p= 1,3; р, == 3,92. 
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Вычислим третье приближение 

x3 = 0,88 -|- 0,2. 1,3 = 1,14; 3 = 0,13 -|- 0,2 . 3,92 = 0,91; 

Г(х3, у3) =—3,5; fs < fa; бо" = —6; °, = 2; 
s  —6 -- 2,28 

21 — 77 bg >? 

Поскольку р > р, 10 либо прииимаем (х?, у?) за точку относительного мн- 

нимума, либо изменяем 5. Выберем & == 0,1, 
Вычислим х3, 13, | (х3, 3): 

х3 — 0,88 |- 0,1. 1,3 = 1,01; и3= 0,13 -Н 0,1 . 3,9 = 0,52; 

7 (хз, у3) =0; 1[(х3, 93) > [ (а, уз). 

Таким образом, приинмаем за точку относительного минимума точку == 
= 0,88; y* = 0,13. 

Пример 10.3. Найти набор {х;; 

9 

pig 1, п}, максимизирующий функцию 

j= ¥ VV 
и удовлетворяющий ограничению - 

—1 j= 
ЭН (х, № | — 

п 

OH (x, №) _ _ 

j=l 
Получаем 

x, = oF /442; j=1,a;3 

n 

= У ¢;/4a 

Отсюда _ 

Глава 11. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

11.1. КЛАССИФИКАЦИЯ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

Рассмотрим линейное дифференциальное уравнение второго по- 
рядка отнсситсльно пепзвестной функции u(x): 

i 

У ‹ ах, Vo, Se tu +f =0, (11.1) 
$, feel gee] 
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где а. }, 6ь, С, Г, i j=l, a п — вещественные функции независимых 
переменных x), к weeny Xe 

Уравнение (11.1) ‚может быть ‘приведено к каноническому внду 
оо 0 

в точке (хи, Хо, ..., Xn) 
п и 

1 — 92и T= Ou Vee t+ VG си | =0, (11.2) 
: Vek > OSk 

k, t=!) k=] = 

где &, &, ..., &и— Новые MepemMeHHble; yz, 7, бь — новые коэффи- 
циенты 

— 0 0 
ад, 1 (0, Хо, ... , Л») = 1, Е=]1< т, 

— 0 0 0 
ав. 1(Хл» Хо)... Ал) =0, К 58] или Е =][>т; т<и. 

Согласно общей классификации (11.1) в точке х° называется 
уравнением эллиптического типа, если в (11.2) все п коэффициентов 

Ar, (XI, ..., Xn) отличны от нуля и имеют один знак гиперболиче- 

ского типа, когда n—I коэффициентов @ь :(х., хо, ..., Ха) имеют 
один и тот же знак. а один коэффициент противоположен им по 
знаку, и, наконеи, параболического типа, если только один из коэф- 

фициентов @ь, (хи, х,..., Х0) =0, а все другие коэффициенты имеют 
одинаковые знаки. 

Уравнение (11.1) называется уравнением эллиптического, гипербо- 
лического или параболического типов в области О, если оно эллип- 
тического, гиперболического или параболического типов в каждой 
точке х области D. 

Нестационарные процессы описываются прежде всего уравнениями 
параболического или гиперболического типов, стационарные — урав- 
нениями эллиптического типа. 

Линейное дифференциальное уравнение второго порядка относи- 
тельно неизвестной функции и(х, 1), зависящей от двух простран- 
ственных координат х/, х› и времени # 

2 

0? д 9 
as = У (pS) — gu + 10%, 7 (11.9) 

[=] 

описывает процессы колебаний (гиперболический тип), уравнение 

д д 0 
ps = dan (pt) — qu + F(x 2) (11.4) 

i=! 

— процессы диффузии ‚(параболический тип), уравнение 

о [ро ди | —_ 115 
№ — qu = —/(х) (11.5) 

i=] 

— стационарные процессы (эллиптический тип). 
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Коэффициенты р, р. 9 оппеделяются свойствами среды. 
Уравнепие вида (11.4) | 

ди то г, д 

T=] 

описывает распространение тепла в изотропной среде. Здесь р(х) — 
плотность среды; с(х) — удельная теплоемкость; № (х) — коэффициент 
теплопроводности в точке х. 

Если среда однородна, т. е. с, о, № — постоянные, то (10.6) при- 
нимает вид 

ди а? (ао) НА 9, (11.7) 

где а? = = SA г ‚ и называется уравнением теплопроводности. 

Уравнение вида (11.3) малых поперечных колебаний мембраны 

`` ди ди Pu 
рав = Тов Ро & + /1(х, 0, (11.8) 

где ТГ, — натяжение; р — плотность. 
Если илотность ор постоянна, то уравнение колебаний мембраны! 

+ <a) Fh, t), 
Ou о (+5 

on Ox ane 

где а? = Т.о; || =//0, и называется двумерным волновым урав- 
неннем. | 

Уравиение вида (11.5) 

Ou +244 (= | (11.9) 

rye po =const; 9p — коэффициент диффузии, и называется уравнением 
Пуассона при ], = 0, | = //р. 

Пусть С с: №" — область, где происходит процесс, © — ее граница 
(кусочногладкая поверхность). Областью определения уравнений (11.3) 
и (11.4) будем считаль иилиндр С х [0, Т] высоты Т с основанием CG. 
Его граннца состоит из боковой ‘поверхности $ Хх [0, Г] и двух основа- 
ний. С — область определения уравнения (10.5). Далее будем считать, 
что функции р, р, 0 не зависят от Ги являются достаточно глад- 
КИМИ. 

Задача Коши для уравнения (11.3) ставится следующим образом: 
найти функцию и(х, 7), достаточно гладкую и удовлетворяющую 
уравнению (11.3) при 1>0 п начальным условиям при # =0: 

Cll 
Ино == Ч (Х), 5, yt (x), (11.10) 

где и, (х), и, (х) — заданные гладкие функции. 
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Задача Коши для уравнения (11.4); требуется найти функцию 
u(x, #), достаточио гладкую, удовлетворяющую уравнению (11.4) 
при Ё#>0 и начальному условию при Ё = 0: 

U lino == Uy (x). (11.11) 

Краевая задача для уравнения (11.5) заключается в нахождении 
функции и(х), определенной в области Ц, обладающей достаточной 
гладкостью и удовлетворяющей в области С уравнению (11.5) и гра- 
ничному условию на 5: 

jouw +B 5 gn (11.12) 

  

где я, В, и— заданные гладкие функции на $. | | 
Рассмотрим три основных типа краевых (граничных) условий 

(11.12): 
граничное условие первого рода 

ив = Ци _ (11.13) 

граничное условие второго рода 

Ou) as (11.14) 
дп |< 

  

граничное условие третьего рода 
ди [65 + ош | = вы (15) 

где Uo, fy, 1. — заданные гладкие функции, п — внешняя нор- 
маль к э 

Соответствующие краевые задачи называются краевыми задачами 
первого, второго и третьего родов. 

Смешанная задача для уравнений (11.3) и (11.4) соответственно 
ставится следующим образом. ‘Требуелся найти функцию и(х, 2), 
определенную в области СХ [0, Т], ‘обладающую в ней достаточной 
гладкостью и удовлетворяющую в цилиндре С х [90, Т] уравнениям 
(11.3) или (11.4) соответственно, начальным условиям (11.10) или 
(11.1Г) соответственно при {=0 и одному из граничных условий 
(11.13)—(11.15) при хЕ$, О0<1< Т. 

Необходимо, чтобы выполнялось условие согласованности (11.12) 
при и = и! 

Otto 
| 

[aut во] |= (11.16) 

11.2. АППРОКСИМАЦИЯ, УСТОЙЧИВОСТЬ И СХОДИМОСТЬ 

РАЗНОСТНЫХ СХЕМ 

Рассмотрим некоторое множество ОИ = { М,} называемое сеткой, 
которое состоит из изолированных точек М», принадлежащих области 
р =р-$ и называемых узлами сетки. Функция, определенная в 
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узлах сетки, называется сеточной и обозначается и, (х, и), (| — шаг 
сетки). 

Обозначим И пространство пепрерывных в ДО функций и (х, 5), 
(И, — пространство сеточных функций и,(х, у), определенных на Б,. 

‚ Пусть и (х, у) — точное решение уравнения 

Lu =f. (1.17) 

Обозначим и приближеиное сетбчное значение решения ши (х, и). 
Вместо (11.17) рассмотрим 

Ly (ul) =f, (11.18) 

где [, — разностный оператор, соответствующий оператору Г, /® С 
СЁ,, под F, понимается пространство сеточных функций, [№ СР,, 
если /(х, У) СР. 

Такая приближенная замена оператора Г на [.,, называется раз- 
ностной аппроксимацией оператора [., а (11.18) аппроксимирующим 
уравнением (11.17), или разностной схемой. 

Пусть в линейных пространствах И, п Ё, введены соответственно 
нормы \| |0, И Ч. 1=,, являющиеся сеточными аналогами норм |. |и 

и ||. = в пространствах И н А. 
При переходе к разностному уравнению необходимо указать мно- 

жество соселних с узлом Й узлов, в которых значения сеточной функ- 
ции и, (х, у) могут быть использованы для замены оператора [., т. е. 
необходимо выбрать шаблон. 

Разностная схема (11.18) аппроксимирует задачу (11.17) на реше- 
нии и (х, и), если 

и (шь (х, y)) = f+ SFO (11.19) 

5/ [x 0 npx h->0. 
> 

Величина 6/(”) называется погрешностью аппроксимации. 
Если || 64° |=, < М, где М — постоянная, не зависящая от Й, 

$>0, то считают, что разностная схема (11.18) аппроксимирует 3a- 
дачу (11.17) на решенил и(х, и) с погрешностью порядка $ относи- 
‘тельно At. 

Разностная схема (11.18) называется устойчивой, если существует 
такое й, >>0, что для всех АВ и любых КСЕ, выполняются 
условия: 

разностная схема (10.18) имеет единственное решение; 

fu lu, < MPO "lle, » 

где М — постоянная, не зависящая от Йи FC"), 
Разностная схема (11.18) называется сходящейся, если при В —>0 

| (х, у) — ul) (x, у) Ни, —0. 

Если же выполняется условие 

| Uy, (x, y)— и) (x, 5) lv, < Ср», 
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где С — постоянная, не зависящая от Й, то считают, что сходимость 
наблюдается со скоростью порядка $ относительно В. 

Теорема. Пусть разностная схема (11.18) аппроксимнрует за дачу 
(11.17) на решении и (х, И) с порядком $ > 0 относительно Й и устой- 
чива. Тогда эта схема будет сходящейся и порядок ее сходимости 
совпадает с порядком аппроксимании, т. е. 

Ilan (x, yy — UO (x, y) llu, < KAS, (11.20) 

где К — постоянная, не зависящая от Й. 
Рассмотрим некоторые разностные аналоги частных производных 

от функции и по переменным х, у, #. Заменим производные du. dt 
и 0*и/01? формулами численного дифференнирования, используя интер- 
поляционные формулы Ныотона вперед п назад р случае и (х, #). 

ло (Г) 

Ou (Xin ti) и(хь Иа) —Ф и(хь 1) ди (хь, |’) T . 

и = т о (120 
  

где < Ё < tint, т>0, t; = it, x, = RA, umn 

  ди (хь, 1 ‚ Ю-иць 6. Ou (xm of? at ) _и(хь 1) eT рати), (11.217) 

где Hiu< tM<t; 
Ou (xp, t) _ и (хь, 141) — 2u (XR, Ci) + u(xR, ber) v2 O8u (xm 4,”) (11 22) 

д 12 6 ots | 

  

где 1;1< i{” < ив 
I 

O2u (Xp, ty) _—_ и (X peed, fi) ~~ 2и (Xz, t;) -Е u (тт, ti) — a они (ай , (1 | 23) 0 = he [20 axf 
1 

где хь 1 < ХЬ < Хы, ИЛЬ 

  

Ou (th te) _ ибхь fig) — etm tes) 096) роб 
Of Qt — Epa + (1.7) 

где Зои 
В зависимости от выбора одной из формул (11.21), (11.22) для 

аппроксимации частных производных разностные схемы, аппроксими- 
рующие соответствующие задачи, называются явными или неявными. 

11.3. РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ 
ПАРАБОЛИЧЕСКОГО ТИПА 

Задача Коши. Рассмотрим решение задачи Коши для одномер- 
ного уравнения теплопроводности. Заключается она в отыскании 
решения u(x, № уравнения 

0 0? 5; = sat H(t, t) (11.24) 

с условием на прямой t = 0 

и(х, #) |= =4$(х), —<<х<о, 1>0. (11.25) 
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Будем считать, что задачи (11.24), (11.25) (k, t+) 
имеют единственное решение W(x, 1), Hempe- 

рывное вместе CO своими производными ди„01, (км) | (k-1,i) 

д?и/ОЁ? и 0и!дх", в =1, 4, ЕЕ, Т|.   

Тогда область Д == {— сю хо, 0< (#4) 
<< ТТ}. Контур Г — объединение прямых Puc. 5 
—On t=T. ° 

Введем в области Вх О! прямоугольную равномерную сетку 
с шагами Й ит: 

Dy = (te = hh, в =0, 1, +2, ...; й>0, &= 
=0, V, t>0}. 

Обозначим и(х», t,)— точное значение функции и(х, Ё) в узле 

(X,, ¢;), uj, — соответствующее ему приближенное значение сеточной 
функции и(х» ЕЁ). 

Явная схема. Выберем двухслойный шаблон для вычисления зна- 

чения и, (рис. 5). 
Подставив вместо 0и/01 и 0*и/0х” их разностные аналоги (11. 21) 

и (11.23), получим следующую разностную схему: 

  

ие — We М1 — 20, М =f 
т h «TR (11.26) 

=, В=0, 1, +9,...; [=0, М-1. 

Обозначая через /,,(й) погрешность аппроксимации - задач (11.24), 
(11.25) разностной схемой, имеем 

с ди (Xp, Ио) |2 04 и (x), t; | 

  

Tah) = — 9 — op 12 xt 

Обозначив 

ди О4и 
М. = max Se М; = Шах it 

(x, t)ED 

получим для оценки погрешности аппроксимации следующее нера- 

венство: 

' " h2 \ 

fa lie, = max| re; (A) | < [5 М.+5 м.) 

Разностная схема (11.26) позволяет по значениям решения на 

нулевом слое, т. е. по значениям и, К =0, 1, -2, ..., вычис- 

лить значения и» на первом слое, для этого нужно положить $ =0 
в (11.26) ит. д. 

Таким образом, 

uit) = t/h? (upp ив) + (Е — 21/1?) в -- «р 
И 11.27 

k=O, +1, +2,...; i=0, N—1. ( ) 
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(k, i+) Формула (11.27) позволяет в явном виде 
  (k- a (ket, Ti+!) получить решение ик, поэтому разностная схе- 

та (11.26) называется явной. Разностная схема 
(ki) устойчива при выполнении условия 

t/h? < 1/2. 
Puc. 6 

Неявная схема. Заменим ди/01 по формуле 
(11.21),-а д*и7дх* — по формуле (11.23). Вы- 

берем двухслойный четырехточечный шаблон (рис. 6). 
Получаем разностную схему, аппроксимирующую задачи (11.24), 

(11.25), в виде 

    

i+ i [1-1 i+ #--1 
ue —Up и! — Quit ugh — 

то he fi 
0 

Uz = WD, 

k=0, +1, +2, ...;i=0, N—1. (11.29) 

Эта схема называется неявной, так как на [- -м слое в левой части 

(11.29) содержатся значения ие uit ИБН, и ав правой части — 
t . 

fe ф,ь. Для вычисления значений ... uit} uct, и, ит ... необхо- 
димо решать бесконечную систему линейных алгебраических урав- 
нений. 

Если определить норму в пространстве И» по правилу 

a lu, = max |i 

то явная разностная схема (11.26) устойчива при выполнении условия 

t/h? < 1/2. 

При решении уравнения теплопроводности с переменным коэзф- 
фициентом 

ая, чо», 1), а(х, 0>0, 

условие устойчивости выполняется, если 

t/h? < 1/12 шах |а(х, 0 |] 
(х, ty)ED 

Согласно (11.27), погрешность явной разностной схемы порядка 
o(t+h?). 

Неявные разностные схемы в общем случае очень громоздки. 
Однако, если отрезок оси Ох, на котором рассматривается задача 
Коши, конечен хЕ[а, 6], 6 —а<К, а на прямых х=а их=Ьб 
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заданы граничные условия, то разностные схемы вида (11.29) ока- 

зываются весьма эффективными. 
Краевые задачи. Рассмотрим краевые условия первого рода 

(11.23) для задач (11.24), (11.25) при хейа, 6]. 

u(a, t)=%, (4); и, А =т, 0. (11.30) 

Неявная разностная схема (11.26) в этом случае принимает вид 

—r (uit + uti) + (1 + 2ryuit! Sui + тфь | 
i=0, МмМ— 1; k=1, M—1; 

иь = фь К =1, М; > (11.31) 

  
где г = т/й?; # = (6 —а)/М; ф, = (х,); то = Та (Н); 1 = 1 (в). 

Система (11.31) представляет собой систему М --1 линейных 
алгебраических уравнений с трехдиагональной матрицей коэффициен- 
тов на (1 -| 1)-м слое. Эту систему удобно решать методом прогонки 
(cM. гл. 8). 

Решение смешанных граничных задач. Найдем функцию и (Хх, 2), 
которая в области О = {О <х<1 0<{< ТТ} удовлетворяет урав- 
нению 

д ди | 
i =a + Ф(*, #) (11.32) 

с начальными условиями 

u(x, |0 = (Хх), O<x<i, (11.33) 

‘И граничным условием 

  

[or 2 + By 
[0 +в, 

= (0; (11.34) 

  

ep = Mh (0). (11.34’) 

Функции ф(х, #), ф(х), 1: (©), и (1), В: (Г) — известны, причем a; + 
2 . 

-- В; >0, 1 =0,1. 

Будем считать, что задачи (11.32), (11.33), (11.34) имеют единст- 
венное решение, непрерывное в О вместе со своими производными 
O'u/ot', i= 1, 2; OFu/Ox®, R= tT, 4. 

Заменим область D сеточной областью 

=it; i=0, N; t=T/N}. 
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Аппроксимируем граничные условия (11.34) так, чтобы обеспечить 
порядок аппроксимации о (т -{ fi): 

  

  

и (хи, И — и (хо, t;) i Ей 0?и (ху, Ё 
ay nt i oti + Bolt (Xp, ti) = + Ре В, 

и (Хм, 1) — и (“м ti) ‚ ой В 0?и (хм, ts) 

с h + Bw (Xan 2 i) — mI + O1 5 2° or ’ 

где a; = a(t), В = 8, (Е), =n (td, j= 9,1. 
Отбрасывая в правой части члены, имеющие первый порядок отно- 

сительно й, получаем 

of — 
Ho Bouo — tho; 

. ut — yt .; 
Е “М M—1 ced t 
1 —>——— + Biem = 11, 

ИЛИ 
И i tn) yi = v's 

Qo/ tl} 1. (Во — о / ) ug — о, (11 35) 

t i, ¢ t 1 t ° 
(o/h + Bi)um— o/huy—-1 = 1. 

Получаем следующие разностные схемы, аппроксимирующие задачи 
(11.32), (11.33), (11.34). 

Явная разностная схема: 

ии) -- 1—2 лоб | 
в =1, М1; #=0, М— 1; 

ив = Vp, k = 0, М; 

    

  

и = (1 — ABor apt) uo! Вон", $ (11.36) 
i=0, N—1; 

им = (1+ ABM on™) aad) — Ani ial 
j-7, N=. , 

Неявная разностная схема: 

ТИБЕТ — (1? 2%) р"! ли = —h? (wpe + ub); | 
k=1,M—1;i=0,V—1; 

Up =e, k=O, M; 

wy’ = (1 — Apo apt’) wot! + not oot >» (11.37) 
! =0, М— 1; 

uit = (1+ hpy Met) ah ait? — hy edt! 

t= 0, N—l. J 

Пример 11.1. Пусть задача mou имеет ВИД 

ди 

ot = а 
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с условием при Ё = 0 

u(x, 7) 1—0 = $ Х. 

Для решения задачи используем разностную схему (11.26) н рекуррентную 
формулу (11. 28). 

Вычислим значения Op =: = Xp +l; tp = it; xp = hh; up = = sin Xp = sin (kt); 

—0, +1, +2, ...;Е=0, М. Ограничимся промежутком (0, Т]; Т=Г; хе 
Е [—3; 3]. 

Выберем й =0,5. Тогда для обеспечения устойчивости разностной схемы 
у < 12/2 = 1/8; т=0, 1. 

С учетом выбранного Й и вычисленного значения т имесм k= —5, —4, —$З, 

—9, —1, 0, 1,...,05; хр = 1/2; = 0, 11; [=0, 10. 

Значения oh для R= 0, +1, +2, ... +10; (=0, 0, 10 вычислим по формуле 

фе == #/2 -- 0,11; из = эт (#/2). 

  

uw? = [0,705; 0,958; 0,978; 0,763; 0,350; —0,140; —0,584; —0,910; —0,997; —0,841; 

—0,479; 0; 0,479; 0,841; 0,997; 0,910; 0,584; 0,140; —0,350; —0,763; —0,978]. 

Согласно рекуррентной формуле (11.75), 

и! = — 1/1? [т (ups) +- и) - (12 — 2т) up| -- тфр, 

или | 

ИО (ии) 0,28 -- 0,054. 
Тогда 

ul = 0,4 (и? + u° 5) = 0; и = 0,4 (ис + 0) +- 0,21 -- 0,05. 1 = —и! | = 0,482; 

uw} = —u!_, = 0,859; ul = —ul_, = 1,050; 

ul = —u' ,= 1,014, ul = —u!, = 0,787; 

ub = —u'_, = 0,422; _ и 

ш = —и в = —0,284; ug = —u!, = —0,434. 

Вычиеляем решение на втором слое: 

и = 0,4 (щи Ри 1) + 0,2u), 4-0,1 (2/2 + 9,1); 

и = 0,4 (ши) + 0,2. 0--0,1 (0--0,1) = 0,010; 

us = 0,4 (u} + up) + 0,2ul +.0,1 (1/2 +0,1) = 0,500; 

u? , = 0,4 uw) tal.) +0,2u_, + 0,1 (—1/2+0,1) = —0,480; 

us = 0,894; и, = —0,874; 

из = 1,119; и2 = 1,148; uz = 0,992; 

ug = 0,722; “i = 0,421; из = 0,192; 
~_— 

uy = 0,104; u?, =002—ur2; k= 3, 9. 

Решение на третьем, четвертом и т. д. слоях найдем по формулам 

ui, | = 0,4 (uj. -E up) + 0,204 + 0,1 (k/2 +0,10; 

ИР = 0,4 (и + uf_,) +0,2u_, +0,1 (—k/2+0,1i). 
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Запишем найденное решение задачи Коши в винде следующей таблицы: 

> 

k > 1 2 3 4 5 6 7 8 

—10 0,36 | — — — — — — — 
—9 0,43 |} —0,08 | — — — — — — 
—8 0,28 | —0,17 | —0,62 | — — — — — 
—7 —0,03 | —0,40 | —0,76 | —1,11 | — — — — 
—6 —0,43 | —0,70 | —0.97 | —1,23 | —1,46 | — — — 
—5 —0,79 | —0,97 | —1,16 | —1,33 | —1,50 | —1,66 | — — 
—4 —1,01 | —1,13 | —1,23 | —1,34 | —1,44 | —1,54 | —1,63 | —1,39 
—3 4 —1,05 | —1,10 | —1,15 | —1,20 | —1,24 | —1,28 | —1,32 | —1,39 
—2 —0,86 | —0,87 | —0,88 | —0,90 | —0,90 | —0,90 | —0,90 | —0,91 
— | —0,48 | —0,48 | —0,47 | —0,46 | —0,44 | —0,41 | —0,37 | —0.37 

0 0 0,01 003 0,06 0,10 0,15 0,21 0,32 
I 0,48 0,50 0,53 0,58 0,64 0,71 0,79 0,92 
2 0,86 0,89 0,95 1,02 1,10 1,20 1,40 1,46 
3 1,05 1,12 1,21 1;32 1,44 1,58 1,74 1,94 
4 1,01 1, [5 1,29 1,46 1,64 1,83 2.05 | — 
5 0,79 0,99 1,22 1,45 1,70 1,97 | — — 
6 0,42 0,72 1,03 1,35 1,68 | — — — 
7 0,03 0,42 0,82 1,23 | — — — — 
8 —0,28 0,19 0,69 — — — — 
9 —0,43 0,10 | — — — — — — 

10 —0,36 | — — — — — — —                   
Погрешность полученного решения порядка 

0 (t +A2) = 0(0,1 +.0,25) =0 (0,35), 

Пример 11.2. Найдем решение следующей краевой задачи 

ди д?и А 
Эр = 98 К 1х 

с начальным условием и(х, 0) = (х -- Г] е`х и краевыми условиями 

и(х, 1 |5 0=2—8 U(X, FD lyn = 26, 

используя неявную разностную схему (11.37). 
В рассматриваемой задаче © (4) = а. (В =0; В, (1) =В, (д =1; Ф(х, В = 

= т х; ф (хх) = (Пе; п (В =2-— Е 11 (1 = 22. Выберем Й == 0,2; т = 0,1; 

M=5; N= 10, Torga pf =i-0,1 sin (2/5); #=0,4; i=0,9; фь=(1--0,2%) Х 

x e702. и =2 — 0,18; ni = 0,21. " 

Система уравнений (11.37) приобретает вид 

и — (2-++ h?/t) иг! + yi tl = —h2@p — Вити; ) 

  

k= 1,4; i=0,9; 

w= pp, &=0,5; 5 

we Gh i= 0,9: | 

дна, 10 
128



Запишем полученную систему в виде 

и — (2 З/п) ие" = ТЕНТ — ЗЕ — Вали, 
wl _ (24 ут) ше Нин = 2 — пули; 
це! — (2 + h?/tT) yit! + yit! = —h? of — h2 tub: 

—(2 + h2/a) aft! 4 abt! = —yft! — nrg f —nt/cud; 1 =0, 9. 
При {= 0: 

и —пш = —N6 — 12 фу — fey; 

из — плиз Ри = HPQ — rata: 
из — гаиз + и. = — 12 фз — res; 

паша + из = ма — #298 — Га, 
é 

re fy = 2+ h/t; ro = h?/t. . 
v 1 1 1 Решив эту систему, найдем 11, из, из, Иа. Далее, подставив полученные зна- 

1 — . 5 2 7a 
чения для и’, # = 1, 4 в предыдущую систему при # = 1, найдем из, = 1, 4ит. д. 

Системы уравнений (Х) можно решить для каждого {, например, методом 
Гаусса. Предпочтительно искать решение системы (Х) методом прогонки. 

Перейдем к рассмотрению двумерного уравнения теплопроводно- 
сти 

д д д д д 

и] а) EEG В (11.38 
с начальным условием 

и (х, и, 0) = © (х, 9) | (11.39) 

я граничным условием первого рода 

и (ху, Це =Ь (И. (11.40) 

Будем искать решение и (х, и, #), непрерывное вместе со своими 
троизводными ди/01, д?и/0!? и д®и[дх*, ди [ду в области О = {а < х< 
$6, счу<4, о<{1< Т}, Г— контур, ограничивающий область РБ. 
D=D-++T. 

Разностная схема расщепления. Аппроксимируем оператор 

д ди д ди пы] + ay (2 5) 
‘Разностным аналогом оператора Ги будет оператор 

Аи = A,u + A,u, 
где 

Аш = Ива [ш (х + Ва, У) — 2 (х, У) Ни (я, 9]; 
Аи = 1 [и (х, у.) — 2u (x,y) +a (x,y—h,). (11.41) 

Оператор Аи спределен на пятиточечном шаблоне, состоящем из 

Узлов (х-Е Ва, И), (х, И), (х, УВ.) 
5 §-1458 
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Поскольку 

Ail? 2 [2 
Au— Lu = = + о +1) 

TO 

Au—Lu=o0(|h[), в = №. 

Рассмотрим однородное уравнение для (11.34): 

ди _ д [| «du 9 [ эди) _ | и. (a au) +2 (a se) = Lu. (11.42) 

Запишем разностное уравнение, соответствующее уравнению 
(11.49), 

. ИГН ЩИ, ШИН ш — п. 

SA +L (Gh =" (11.43) 
u° = g, 

Разностная схема (11.39) называется схемой Кранка — Никольсона. 
Она имеет второй порядок аппроксимации по т. 

Схема (11.39) является результатом попеременного применения 
схем первого порядка точности, явной и неявной, записанных для 
интервалов #; < Ё< #412, Шир < Ё< 1-ы соответственно. 

Аппроксимируя оператор /[, разностным аналогом (11.37), получаем 
следующую задачу: . 

1--1/2 ] u — — Аш +1, 

т 

yitt_ ИНН (11.44) 
= A,ult! т ; 

u(x, у, 0) = g(x, у). 

Аппроксимируя область О сеточной областью с шагом В, хь = РЙ, 
y, = Lh, получаем следующую систему уравнений: 

ut? — af 1 i+? | 
—_ = а, ШЕЕ + (a2, — а, Ue, + 

+ ak, hye a; 

da te bts aah mab putt | —— = 75 (08, 14 1k, 4-1 (Ge, 1 — а, чад ивр + 

  
, + ab, whe ial; - г 01-45) 

ИВ, 1 = 6, 1; 

ug? =0; uf? =0; 1=1,M—1; j=0, N—T: 

=0; ujth=0; k=1, M—1; j=0,N—1. | 
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Для уравнения (11.38) разностная схема принимает вид 

‚1-12 
uh | И! _ 1 го i1/2 2 2 j+-1/2 
a Meg, Met, + (ава авы, иго + 

+ ay, hy"); 

uf} — ult й 2 1-1 2 2 jl 
oo = ip [ав, I41Up, 141 —- (ак, | — 4, 14-1) Ир; 1 + 

а, щи"; 
Uni = feu №, [ = [, M—1; 1=0, М — 1: 

uti? =0; Ш =0; 
и =0; ША =0. 

‚ (11.46) 

  
Разностные схемы (11.45) и (11.46) устойчивы, так как 

ПТ |< 17|}. 

Метод матричной прогонки. Рассмотрим систему уравнений 

— АУ -- СЬУ, — ВЕ = Рь Е=1, М-Г 
СУ, — ВУ, = Е; (11.47) 

—AmY m—1 + CuY ou = Fa, 

где У,, РЕ„ — векторы размерности №; А», В», С, — квадратные мат-_ 
рицы размерности N x N. 

Будем искать решение задачи (11.47) в виде 

- У = быв Вы; Ё=М-Ь М-,..., 1,0, (11.48) 

где Q,— квадратная матрица размерности М х №; В» — вектор раз. 
мерности №. 

Из (11.47) и (11.48) получаем рекуррентные формулы для опре- 
деления Сь, В+: 

Q,=Co'B,; B, =Co Fy: 
Qe — (Cz — АО," Br; (1 1.49) 

Beri = (Ce— AgQs) 2 (Fe + AxB): 
k=1, M—1. 

Yu = [Cu — AmQut [AmBu + Ful = Busi. (11.50) 

Если матрицы С», Вь, Аь удовлетворяют условиям: 

|Co'Byll <1; См Вм|] < 1; (11.51) 
|СЕ Дь| < 1— 10; Вь|, k=1, M—I, (11.52) 

TO 
ринок» 

НО, < 1, В=Т, М, 

Т. е. метод матричной прогонки устойчив по отношению к случай- 
ной ошибке, если выполняются условия (11.51), (11.52), причем хотя 
бы для одного из них должно выполняться строгое неравенство. 
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Приведем разностные схемы (11.45) к виду (11.47). Обозначим 

и (хь, И, Или) Я fF (Xe ш, Нил) = НВ. 

С учетом первого выражения (11.41) 

— гар, ги i+ [r (ais, {[— Ost, 1)— 1] uly = ul, 1. (11.53) 

В данном случае коэффициенты матриц А», В», Сь не зависят от 
[, поэтому вместо векторно-матричного уравнения (11.48) будем 
решать уравнение 

ut) = ge, widt,1 + Ben R= M—I, M—2,..., 1, 0. (11.54) 

Получим выражения для дь,ги Вь, г. Из уравнения (11.53) имеем 

+ и (ан, /— а, 1) — гав, Get, Дора = 
pnt ] ] 2 

=FApr1, Ver, i+ Ug, 1 + Гав, (Ве, ь 
где 

"ыы, | - r= tlh® = |. М: 11.55 Ч, 1 — I++ rai, 1— га» | (Wet, 1+ 1)’ Г _ и 
иг Ета, Ва, ; k=1,M; (11.56) Ва, 1 = 

Vp ray АС 1,2’ 

9,1 = 0; Во, 1 = 0; Un, 1 = Be, 6 uh, 1 = 0; vs, 1 =0. 

  

Аналогично получаем систему относительно и! 1 

И = ры + ye, [= М-Ь МЬ-2,..., 1,0, (11.57) 
где. 

гай, t+ 11.58 
Pi t= ltr (a4, 11 — %, 1(1 + pp, 2)’ 

[=1, М1: k=0, M—I; 

о + И + гар, НТА, 1—1 

b+ ray 14) Гав, 1 в ° 

  

(11.59)   фе, { = 

Pro=0; фьо=0; ии =0; Ш =0. 

По формулам (11.55), (11.56) и (11.58), (11.59) вычисляем прого- 
ночные коэффициенты — прямой ход роконки. по (11.54) и (11.57) 

вычисляем значения о{"/, и"! — обратный ход метода прогонки. 

Пример 11.3. Пусть дано уравнение теплопроводности 

ди _ „ [ди oe) 
9 — (SS ay? 

с начальным условием 

и (х, у, 0) = 0 
и граничным условием 

и (0, } =0; и(1, д =0. 
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Найдем решение этои задачи в прямоугольнике 

OX DS Oe x <1;0<2< 1}. 

Поскольку для рассматриваемого уравнения коэффициент а — постоянная 

величина, то коэффициенты 9, ри р; 1 не зависят от х ну. 

Запишем выражения для прогоночных коэффициентов: 

с, | =1- га? ; а kt = ЧЕ, 1 Ik, k=) 
k,l 

1 —_ — 
B= 5 с, ‚г вы, Е 1 =] 

Ре, 1— 9, 13 
1 —. 

Vr, t= с, | (о -- тар, 1-1); БЁ=Т,4; |=0, 19; 

9o, 1 = Bo, 1 = Pr, o = Ve, 9 = 0. 

Pemenne Ha (jf -+ |)-м слое будем искать по формулам: 

Unt) = 9%, 1%, + Be, 73 k=4,3,2,1; /=1,4, j=0, 19; 
ugh) = oft) = 0; 

wet | = Dp, page Lat +, 5 6=4,3,2,1; k= 1,4; j=0, 19; 

ив = ИБО = 0; С, 1= 1; 
91, 1 = 0, 310; Со, 1 = 0,904; 

92, 1 = 0,354; C3 1 = 0,890; 

93, (= 0,348; с; , = 0,890; 

94, 1 = 0,360. 

& 

Для =0 прогоночные коэффициенты В, ; имеют вид 

04 0,6 0,8 1,0 
10,8 1,09 1,38 1,67 |. 

P=) 14g 1,51 1,84 2,17 [3 
1,54 1,88 2,22 256 

0,50 0,74 0,98 1,22 1,46: 
0,96 1,41 1,86 2,27 2,72 
1,27 1,72 2,17 2,62 3,07 
12 1,54 1,88 2,22 2,56 

Прогоночные коэффициенты %,, г и решение на первом слое: 

0,74 1,21 1,60 1,96 
156 2,59 3,40 4,17]. 

¥=1193 3,11 4,03 4,85]? 
173 2,71 3,43 4,12] . 

1,33 1,90 2,21 1,96 
ва | 3,09 4,32 4,88 4,17 

— | 370 5,10 5,72 4,85 |° 
3,33 4,47 4,91 4,12 
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Вычисляем по приведениым выше формулам решецие на втором слое для { = 2: 

1,33 1,90 2,21 1,96 

3,87 5,52 7,40 6,46 

5,62 7,67 9,09 7,57 

5,61 7,00 7,90 7,38 

В = , 

3,24 
6,15 
7,36 
5,61 

-3,24 
6,80 
8,27 
6,29 

. 6,06 
14,06 
16,14 

-12,06 

и? = 

12,41 

14,28 

10,33 

5,13 
9,11 

10,15 
7,00 

6,13 

5,29 
11,52 
11,84 
7,90 

7,19 
17,00 
18,28 
12,33 

9,10 9,57 
20,50 22,86 
22.63 24,00 
16,03 15,84 

Получим решенне на третьем слое: 

6,06 
17,63 
24,28 
23,10 
14,94 
28,65' 
31,13 
23,10 
14,94 
31,83 
34 ‚60 
95,91 
28,06 
62,0 
69,0 
50,7 

В = 

,= 

а 
— us 

Аналогичным образом могут быть найдены значения и 

9,10 9,57 
28,71 35,13 
31,64 41,35 
32,40 43,30 
22,71 26,75 
43,90 55,10 
42,92 56,49 
32,40 43,30 

27,34 35,53 
49,37. 78,26 
59,60 83,24 
45,82 63,90 
42,00 47,2 
86,2 105,2 
980 110,0 
708 71,5 

5,45 
9,69 
8,94 
7,38 

7,68 
16,55 
16,40 
12,55 

7,68 
16,55 
16,40 
12,55 

7,68 
30,35 || 
32,83 | ' 
25,54 

21,66 
45,11 |. 
41,72 |’ 
25,54 
35,58 
77,00 
75,02 
50,40 
38,6 
77,0 
75,0 
50,4 

i+] 
в, { ДЛИ i=, 1,.... 

11.4. РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ 

ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПА 

Требуется найти решение и (х, у) уравнения Пуассона в области 2: 

д? 3 
satan = —f (x, у), (11.60) 

удовлетворяющее одному из краевых условий (11.13)—(11.15), в кото- 
рых функции р, (х, и), п. (х, и), из (х, и) гладкие при (х, У) ЕГ. 

Заменим область О сеточной областью 

Рь = {хь = Ай; Е =0, --1,-2,.. 
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(&,]+1) 

(#-1.]) | (#+,]) 

(Kj!) 
Puc. 7 

  

Для аппроксимации производ- 
ных выбираем  пятиточечный Puc. 8 

трехслойный шаблон (рис. 7). 
Назовем узел (х», у:;) внутренним, если он сам и четыре соседних 

узла шаблона принадлежат области ДР». Эту область обозначим Dy. 
Остальные узлы назовем граничными. Множество граничных узлов 

обозначим Г». Таким образом, О» = О -+ Ге. 
На рис. 8 знаком О помечены внутренние узлы, знаком Хх — 

граничные узлы. 
Аппроксимируем производные 0и/0х?, 0?и/0у? во внутренних 

узлах конечно-разностными формулами вида (11.22). Получаем раэз- 
ностную схему 

    

и pa ty, и, _ Up, — 2uk и, ;_ 

k, i=l, N—1, 

где 

Up, i = U(Xe, Yt), Feet =F (Xe Yi). 

Погрешность аппроксимации 
h? Oty 2 ay о 

ОР» — То бя нь ид 18 ИЯ yy? He HED a. 

Причем || 6f,\l7, < МА?, где М — постоянная величина. 
Следовательно, разностная схема (11.61) аппроксимирует уравне- 

ние (11.60) с погрешностью порядка о (#?), если В =, 1>а>0, 
и с погрешностью порядка о (Г), если / = ой. 
р Нассмотрим вопросы аппроксимации граничных условий (11.13) — 

1.15). 
Пусть область О — прямоугольник {2 < х<Ь, с<у<а}. 
Будем считать, что функция py, (x, У) на границе области О (пер- 

вая краевая задача) является гладкой функцией. Кроме того, счита- 
ем, что в угловых точках прямоугольника граничные условия и правая 
Часть уравнения (11.60) согласованы, тогда граничное условие (11.61) 
аппроксимируется следующим условием: 

мо, 1 == [и (0, 1}; им, 1 = (М, 1); 
Ио = а (А, 0); ик, м = ща (, №). (11.62) 
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Получаем следующую разностную схему! 

Uprt,i—2(1 + 9) ив, Е ик, Е- 7 (Ив, ат + Ив, 1-1) = 

——hfy; k=1,N—1 ТМ 
| НИ (11.63) 

U,i=a; uy, ; =o, it=1,N—]; 

Ur, o = Cy, Urn =dy k=1,N—1, 
где 

Ai = р (№, И); бр = ра (Хм, И); 

Ce = ра (хь, У); Fe = ва (Хь Ум). 
Из разностной схемы (11.63) исключим граничные условия путем 

внесения их в правую часть уравнения. Полагая в первом уравнении 
(11.63) = &=М— Ти 1 = 1, = М — 1 получаем: 

2(1 + a?) a, ¢-— ор — 9 (ира Нм, г) = ИН: Нар | 
2(1 + &?) un—i, i — Им, — 92 (Иман + UN, i-1) = 

= Ah? fyi, i + 03 

—Upsi,1 + 2 (1 + a?) Up 1 — Up_y, ja ОР ив, 2 = Ат Cp; 

2 (1 + a") Up N—1— Ups}, N—1— Us-1, N—1 — @Ug, N-2 = 

= hh? fe, n—1 + a7dg; 
2 (b+ @?) Up, i — ин, г — Ua, i — @ (Ue, ца ЗЕ Ив, г) = 

=? и k,i=2, N—2. J   
Обозначив 

и; = [Ив №, р...) ИМ Й7; - 

= [1 +аь A? fo, ty wees Им, р hf it bl” ’ 

=е; fy =d, 

получим следующее матричное уравнение: 

— Анни + Cor Buy = Tis J= l, Vou (11.64) 

Чо = К; uy =fy, 

где матрицы А, В, С имеют вид 

А = 92; В= 9? Е3; 

2 (1- ©?) —l 0 ... 0 0 7) 

—1 2(i +a?) —1 ... 0 0 

0 —1 2(1+а»... 0 0 

Caf eee (11.65) 
0 0 0 ... 2(1+a’?) —1 

_ 0 0 0 ... — | 2(1 + @?)_     
Если граница Г области D — произвольная, то, выбрав ближайший 

к границе Г узел ВСГ, и точку М Е Г, получим координаты точки М: 
(Xe — 6, у:), << В, В (хь, и,). По условию (11.61) для узлов (А, Г) ЕГ» 

Ив, 1 — py (М); 

— ) — )— 604 
Ил (М) — 4 (хе — 6, Yi) = U (Xp, Yi) 05 (xp, yt) 
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Погрешность этой формулы имеет первый порядок относительно h, 

(б=ой, «аж |. 

Поскольку погрешность формулы (11.61) имеет второй порядок, 
необходимо повысить точность аппроксимации условия (11.63) до 
второго порядка. Для этого разложим и(А) и и(В) в ряд Тейлора 
с тремя Членами: 

и(В) = hu ae (A) + 0(h?). 
  

Отбросим величину о (й*): | 

пра (М) би, i 

Мы, р — h+6 
  (11.66) 

> Аппроксимируем граничное условие (11.14). Обозначим угол 
между внешней нормалью к границе Г в точке .М и осью Ох через 4. 
По определению 

‘ 0 0 Ou. 
in = 9n008¥ + 5, Sin. (11.67) 

Аппроксимируем производные в (11.67) по формуле (11.23): 

И, Е Ч, 1 Ир, 14 И, 11 
oh cos P + 5] sin'y=p(M), (А ДЕГь. (11.68)     

Погрешность такой аппроксимации второго порядка относитель- 
HO A, 

Если область О) ограничена прямоугольником {а < х<Ь, с<у< 
< 4}, то угол } принимает значения либо 0 для прямых у=0 и 
у = р, либо л/2 для прямых х =0, х= д, т. е. граничные условия 
(11.68) приобретают вид 

Ш, — И, = 28а; ИМЕ — ИМ, [= 216; | =0, М; | 69} 

Ир 1 — ИЕ, 1 = 26; Ир, мы — Ив мы = 214; Е = 0, М. 

Исключая из (11.69) значения ит,» Им, г» Ик, 1, Ик, мы путем 
подстановки в систему (11.61) значения Е = 1, Е =М ий =1, i=N, 
получаем следующую систему уравнений: 

— 007 tty, 14:1 + 2(1-- 92) ио, г — @? Uo, 1-1 — 2, ¢ = A*fo, i + 2ha; | 
— им, м + 2(1 + @) un, ;— oun, 1 — Quy, = 

= Им, г + 216; 
Ино + 2 (1- 92) и, о — и, о — 207 Uy, 1 = A?fy, 0 + 2aehe; 

—Upsi,n+2(1 + &*) Ue, yn — ик, м — Зои, м = 
— Ик, м -- 2ahd; 

—O Ug, 41 +2 (1 + @?) Uy, г — OP Ue, G1 -— Ung, i— ИЕ = 

=h*f, i; ky, i=l, N—1. J   
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Запишем полученную систему в матричном виде 
ee 

— Ан ++ Син — Bitty] = |; i=1,N—]; (11.70) 

Соц, — Bot = fo; Cutten Buta tue} (11.71 
Матрицы Ар С» В; и векторы ц;, & имеют вид: 

    

Г2(1 +97)  —2 0 0... 0 0. 0 -7 

—1 2(1+ 092) —1 0... 0 .0 0 
0 —1 2l+e)—1... 0 0 0 

Ce ee nee, 
0 0 0 0...—12(1 +02) —1 
0 0 0 0... 0 -2 2(1+4 07) 

(11.72) 
А; = В; = aE; 

г—1 2(1- <?) —1 0... 0 0 7 
0 —] 2(1+a?) —1... 0 0 

С бы еее еее еее 
0 0 0 0... —1 2(1+4+ 2) 

    0 0 0 0..... 0 —I 

В. = Bn — 2? Е: - 

i; = [Ио г 2ha; h?fy. i... Afni A? fn, ¢ -2Ab]TS 
f, = [A2fi,0-+ 2ahc, Afo,o, ..., A® fui, 0, fn, 0 + 2ahe]?. 

Матричноё уравнение (11.70) с краевыми условиями может быть 
решено методом прогонки. 

Решение таких уравнений было проиллюстрировано на примере 
11.3 решения двумерного уравнения теплопроводности: для каждого 
из слоев Е это уравнение — стационарное и может быть сведено 
к уравнению вида (11.70). 

11.5. РАЗНОСТНЫЕ СХЕМЫ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ - 

ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА 

Рассмотрим сначала одномерное уравнение гиперболического типа, 
описывающее поперечные колебания однородной струны 

vt ge Ze t), O<x<b, f>0 11.73 a2 =a Ox + | (x, ), x » L>y, ( . ) 

где [ (х, Г) — известная дважды непрерывно дифференцируемая в об- 
ласти О = {0<х</[, 90<1< Т} функция. 

В начальный момент { = 0 заданы условия 

ди (х, 0) и(*, 0) =щ(9, “© = U, (x) — (11.74) 
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Концы струны движутся по заданным законам 

u(0, ft) =p, (2), a(/, 2) =p, (2). (11.75) 

Функции из (х), и! (х), в: (0), и. (Г) —заданные 

функции. 
Введем в области О прямоугольную сетку 

xe = kh; k=0,M; h>0, t; =j% 1 =0, №; 
tT> 0. 

Рассмотрим трехслойный пятиточечный шаблон (рис. 9). 

Заменим производные, входящие в уравнение (11.73) по форму- 
лам (11.22), (11.23). Получаем следующее разностное уравнение 

  

i+] i i—| i f { 

7 —a 73 

=, М — 1: k=1,M—l. 

= fi, (11.76)     

Первое начальное условие (11.74) и краевые условия (11.75)" Ha 
выбранной сетке удовлетворяются точно. Разностное уравнение (11.76) 
аппроксимирует уравнение(11.73) со вторым порядком по ти й. Для 
того чтобы не нарушать второго порядка аппроксимации задачи 
(11.73), (11.75), аппроксимируем ди (х, 0)/01 по (11.18): 

ими =, ЕО, М. (11.77) 

Значение из’ исключим с помощью разностного уравнения (11.76) 
при: # = 0: 

. 1 0 —1 0 0 0 
up —2 (1 — a? a") Up + Up —aa?a? (Upry + Us) = hk 

u,' =u—2ty,, k=O, M. 

Отсюда 

Quy, + 2 (aa — 1) ug — aa? (ues + иь-1) = тра + 2фь. 
` Поскольку 

te = Qe, k=O, M, 
получим: 

и = 12/2} + тфь + (1 — а? а?) фь + а?07 19 (ыы + Фь 1); 
и! -- 2 (а? — Прив ив" — оба? (ии ив) = 1 

kaLMol: i=LN—T: (11.78) 
и=фи №=0, М; ш=щ; им=\м; 1=0, М. 

Разностная схема (11.78) аппроксимирует задачу (11.73)—(11.75) 
со вторым порядком по ти Й. Для обеспечения устойчивости этой 
схемы, а, значит, сходимости ее решения к точному решению задачи 

должно выполняться условие 

г = 11/12 < 1/2, 
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Разностная схема (11.78) может быть представлена в виде 

vit! —2(1 — 2a) ug + oa? (Win + ub) — и + OP ) 
= М kR=1, M—I1; 

Un =p, k=0, M; > 

— 12/2 + ty z+ (1 — aa?) Qp + 0a? /2 (peri + Pe—1)3 (11.79) 
    щ=ри Umavs i=O0,M. (11.80), 

Разностная схема (11.79), (11.80) позволяет последовательно найти 
М 0 1 

и», ик, ..., Ив Через значения иь, иь с учетом краевых условий и 

— Ш, им = — vi 

Неявная разностная схема для решения задачи (11.73)—(11.75) 
может быть получена аналогично схеме, полученной для уравнения 
теплопроводности. 

Рассмотрим уравнение колебаний струны (11.73) с начальными 
условиями (11.74) и краевыми условиями третьего рода 

О Ви, )— (1; 
[1.81 

ut. ди (1, {) — Bu (10—49. ( ) 

Для аппроксимации ди(х, 0)/0Ё воспользуемся формулой (11.78). 
Аппроксимируем краевые условия следующими разностными урав- 

нениями со вторым порядком ‘относительно h: 

  

uf 
ane = Buy — ps Me OMT Bul Ш, 

rye 
м =р (В), vi = v(t). 

Отсюда 
ОНИ i i ie 

. Hm = Uy 2hB Hy + Эйр, о (11.82) 

Um+| = Um-1 -+- 2АВьим — 2hv', ‘= 0, М. 

Рассмотрим неявный трехслойный шаблон (рис. 10). С учетом 
выбранного шаблона уравнение (11.73) аппроксимируем схемой Кран: 
ка—Никольсона: 

о tI РР 
Ри и =. (11.83) 
[2 

Начальные условия аппроксимируем по (11.78). Уравнение (11.74) 
заменяем следующим разностным уравнением: 

uit! ou) Ник | 1-1 fd 1 
22 — 2 (и — 2 + НЕ + Up—| — 

— Quis! + ugh) = fe. (11.84) 
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Исключим из (11.82) ира из (11.82') — (k-1,i+1)  (k,i+1) (k-+t,i+1) 

им--ь подставив (11.82) в (11.84) при =Ои 
р = М соответственно А = 0: 

  

(k,i) 
wet! (1 ary?) + (1+ a2y")ug) — 

. о о — 
— 2u', —ary?/2 (wih! +45 ')— (k-ti-1) (61) (&11-) 

—ary?/2 (uy + и“) = р; Рис. 10 
ИЛИ 

+ 4292 (1 + Ве" 1 22 (1 — ИВ.) — 246 = 
= fo + a’? (ust + иг ат? [в (uit! +. pi), 

Для Е =М: 

(1 + ay?) (uit! + wig!) — Qui — ay? /2 (uit) + uth) — 
— a?y?/2 (water + i) = 1? fa. 

Подставив (11.82) в это уравнение, получим 

[] + a%y?(1—hB,)] ua’ + [1 +a2y? (1 + АВ] им" — им = 
= vf iy — at? /h (vit! 4 vil) 4 as? (uit + ung). 

С учетом полученных уравнений разностная схема, аппроксими- 
рующая задачу (11.75), (11.74), (11.81) со вторым порядком точности 
по ти Й, приобретает вид г, = 1 -- а?4?; г, = а? 2/2: 

и Ни "г, (ЕН + ив) — го (и и) — 28 = 
=f, БМ ГМ (11.85) 

и = фь К =0, М; (11.86) 

П-ль (1 — ЯВ мо — 245 + LL + re (1 + 21 — 
—r, (uit! + ui) = р -- ат? 1 (ЕЕ и); (11.87) 

+ 7 (1 + Ив им — 2им + 1+ ^. (1 — #81 ий" — 
и (ин + ини) = м — а? [В (НЕ т); i= 1, N — 1; (11.88) 

1 1 1 0 

— Folly ЗН ик — Гонка = 92/2, — фа -- тиф — 
_ таа?/28 (фьа  Чьы); #=Т, М1. (11.89) 

Представим систему уравнений (11.85)—(11.89) в матричном виде 

— Ари -- Сьиь — Вей == F,; k= Q, M, (11.90) 

где 

В = [- А, р... 17) te = [ey Wey ee Ue NTS 
O10... 00 07 
101... 0 0 0 
010... 00 0 _ 

A, = Be= SP e e e e eee e e e e 5 Е =0, Г; 

}000... 101 
000... 01 0     
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Г —2 00 0 0 OF 
r, —2 7r, 0. 0 о O 
0 г —2 п... 0 0 0 

Ce = ош о @ 

0 0 0. ry, —2 Fy 

0 0 оо. О и —2. 

г. = 1-+а?\? 
ао 0 0 001 

6, 2 o, O оо 
C, = 0 6. 2 0; 0 0 ; 

000 6, 2_ 

;2 6 0 0 0 O07 
o, 2 6 O 0 QO 

Cu=|9 2 4, 0.01. 

0000... с. 2     
a= pay (1+ AB); 6 =1 tay? (1—AB); i= 1,2 

Е = [4-92 /^ — а? й (ве + wiry vt. 

Би = [терм ат (У У, 
Уравнение (11.90) решается методом прогонки. 
Решение двумерных уравнений гиперболического типа рассмотрим 

на примере задачи о колебании мембраны с периодическими относи:- 
тельно области р ={0<х<1, О<у< 1} начальными условиями: 

д?и д ди д ди\. 

AAG a (11-98) 
д ? , 0 

и(х, у, 0) = p(x, у}; AE” = (x, у), (11.92) 

где а? = а" (х, у) — квадрат скорости распространения возмущений: 
p(x, y), 9(х, и) —заданные функции. 

Представим уравнение (11.91) к симметрической системе уравне- 
ний пегвого псрядка: 

dv Ou 

af 5, = 
Ow Ou , 
apo ay = | (11.93) 

ди 0 (av) ’ 2 (ce) — | 
и дх + ay = 0. 

Выбираем следующие начальные условия: 

v= v(x, y)} we = w(x, 9); uo = p(x, y). 
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Функции 9°’и и° выбираются с учетом второго условил дав. ме, 

д ise") д с ) 
  . + = q(x, 1). (11.94) 

Например, | 

w(x, y, 0) =0; 
0 (av) 
< =9(», 9) С. 

Запишем систему в матричном виде 

    

= Аи, (11.95) 
_ a7 

0 0 a ax 

д. 
А = 0 0 —a oy ’ 

0 д 

at Hye OS 
u= [vw uj’; g=[0 0 gl’; , 

yo = [v? w)° pli. (1 l .96) 

Сформулированная задача имеет единственнсе решение, поскольку 
(Аи, и) =0. 

Рассмотрим матрицы 
, д] го 0 0 1 

0 0 | — @ ду a 

A, = 0 0 о |; А, =| 0 о — ду“ 
д д 

| — 25; 0 0 | | 0 — 54° 0 | 

Очевидно, А = А, -| А.. 
Kpcme toro, (A,u, u) = 0; (Au, u) = 0. 
Для решения задачи (1]. 99), (11.96) применим метод покомпо- 

нентного расшепления; который приводит к абсолютно устойчивым 
схемам второго порядка точнссти. 

Аппроксимируем задачу (11.95) на каждом слое & < [< 41 по 
схеме Кранка — Никольсона: 

i+1/2 i i+1/2 i А, и =; 

itl _ ИННЫ A (te нии | (11.97) 

As = gf 
Записав эти уравнения в скалярной форме, получим следующую си- 

стему уравнений: 
yi tl/2 __ о: д (rr 4. “ 

| NY? 
wit? _ wf 

4 
143



ОНТ — НН 
9 т 

ФННТ — ша 0 fultl и? 

би /, т у 
i+1/2__ ft af ytti2 i 

т Ox 2 

yi! _ ИНН? wt! - Ш) 4 

т ду 2 ‚тв. 

Так как и! +1 = и и о! = 1, То получаем 

  

yit! _ yf д и ши 

т аи); 
ии _ yf д [ о! Чо aa (pe 

д ини, 

т ду 2 ? 
tJ i--]/2 

(а ии речи. 

Аппроксимируя производные по х и у конечно-разностными фор- 
мулами вида (11.22) и (11.23), получим следующую систему разно- 
стных уравнений: 

ot] 

1%, 1 _ 7k, by t+-1/2 i 
tet oh wet (itl! + Up, ШИ, — и, 1); 

  

ui — Uy | 1 2-1 i i] i \). 
о = 9p (Geri, 1 (Yeti, ! + Ve4i, 1) — Ae, 1 (Ue, 1 + Ue, DI 
wit! — wi а 

Е, 1 [ИСИ (ие __ uit! 1+ uit V2 a }; 
т 2h 

i+] i-+1/2 wr put? | И 
7 zs = op [ae I+] (We iat + Wh, 141) — 

i+1/2 
— ap, (wit + we, D+ eet. 

i+! 
at H Wai: Исключим из этой системы неизвестные величины 9 

{1/2 i tT 9 it1/2 i 
ти — Ив, i= The [а--1, 1 (Ир, 1+ ЧЕ, 1) — (а, -- 

t 2 pt. /2 ; 

ole ue 1) tae (ee + ae, + +p, 1) (Ur, t 
i iy, 

+ р (p41, 1Up+1, 1 — Ap, 1UR, 1); (11.98) 

3 it-] i+ 1/2 2 
ИЕ RT? = вай, а (МКИ Wee 41) — (aa, 4 + 

+ ais, 1) (ugr) + cd * + aj, I (ик + М] + 

(11.99) {-1-1/2 + Tgp, TY -- т (Qe, ЗО, 1-1 — ap, We, 1). 

Рассмотрим случай, когда на границе области О) задано условие 

u(x, y, t)|r =9. (11.100) 
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Тогда при проектировании на сеточную область OD, * Dy! 

t t t t 
Uo, 1 = Un, 1 = 0; Up, 9 = Ug, м = 0. 

В результате абсолютно устойчивая (использование схемы Кран- 
ка — Никольсона) разностная схема, аппроксимирующая задачи (11.91), 
(11.92), (11.100), пиоретнет ВИД: 

(bet, 1+ bi, 1) pe | OO et. “1 bi, вена, 

= Que, + 2D ntl, Wht, 1— 2 bp. Ub, р (11.101) 

(be, 141 + be, 1) Qe? 1— be, Еф 41 — Di, iri = tye? 
Ч ит ++ 26, +, чи — 2bg, в п [=1, М1; (11.102) 

Unt} = Up, 1-- bp, 1 (ФЕ ЕН? — Prt) 11.103) 

wit = we, 1+ dp, (git 1— ФЕН 1); (11.104) 
( 

( 
1 =0; vf =< \9 yi) dx; (11.105) 

( le, 1 = ры Ё, 1=0, М, 11.106) 
где 

be, 1 = 5 Ob, 8 (11.107) 
git? wit? 4 yf | 

ert = ubhy + ЕН. (11.108) 

Вычислив начальные значения по (11.105), (11. 106), найдем зна- 
чения ФЕ на {-м слое, затем по (11.103) значения 9’; по (11. 102) — 

gery H wit} —no (11.104). 
Системы уравнений (11.101), (11.102) решаем методом прогонки. 

Для этого представим их в виде 

pty? = сн ony” p+ dit}. k=N—], N—2, beeg |. (11.109) 

itt = chiar ie + ditty L=N—1, N—2, ..., 1, (11.110) 
где 

сен = rent Ona, р 

eet = ИИ + бен, 1 Oe, (Lai I; 
а — _ rH 1b. dit? — 2b, ia -+ 

+ Quip, r+ 20e41, Wr, j, l, k= 1, М М, (11.111) 

при | 

cot” =0; 41 =0; со =0; а = 0; №» 0 — 

С РЕ, 1+1 reel = Mt} + be, i+ be (1 — ce ad); 
dit = re FY (Op, di | —| + teat — 2b, Wy, 1+ 

4 uty? + lbp, ции, il; 1 R=1, M—1. (11.119) 

145



Таким образом, численное решение задач (11.91), (11.92), (11.100) 
сводится к реализации систем уравнений (11.109), (11.110), (11.103), 
(11.104), в которой коэффициенты ск Gy, 1 вычисляются по 
(11.111) — (11.112). 

„Ввиду громоздкости формул рассмотрим лишь решение конкрет- 
HOH задачи в приложении. 

11.6. МЕТОД ГАЛЕРКИНА 

Рассмотрим линейное уравнение 

_ ди Ou ay 
Lu=a(x, y)a% + 2b (x, ‚ани + ° Y) 5a TF 

+ 2d (x, > 4 20 (x, y) 7+ 8% Ли = у), (11.113) 

где а, 6, с, 4, е, |, в — функции, непрерывные в области О, огра- 
ниченной контуром Г. 

Для определенности будем считать, что уравнение (11.113) имеет 
эллиптический вид. 

Рассмотрим первую краевую задачу (задачу Дирихле): 

и =х(0), ОЕГ. (11.114) 

Поставим задачу нахождения функции и(х, у), удовлетворяющей 
( р уравнению (11.113), а на контуре Г — граничному условию 
11.114). 

Введем в рассмотрение две системы функций: 

{pe(x, 9); {4 (5, у: #=0, 1,2, 

Выбор функций ф,(х, и), Фь(х, у) связывается с видом уравнения 
(11.113) и граничного условия. 

На функции p(X, и), Фь(х, у) накладываются следующие усло- 
BHA: 

Г) функции Ч» (х, у), Е =0, 1, ...», Непрерывны в ОД; 
2) функции фь (х, и), Е =0, 1, :. .., образуют на классе непре- 

рывных в О функций замкнутую систему функций, т. е. из выпол- 
нения условия 

СИР (X, Y) We (x, y) dxdy =0, k =0, 1, 2, 2.04 

rye F(x, У) — некоторая непрерывная в Д функция, следует, что 

Os y) = 0; 
3) функции s(x, y), R=0, 1, 2, ..., дважды дифференцируе- 

МЫ ? D; 

4) при любом конечном п функции ф, (х, и), фо (х, и), -.., Фа (х, 
y) линейно независимы в D; 
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5) функция Ф,(х, у) удовлетворяет граничному условию (11.114): 

Po (x; уе = № (©), а фа [г =0, Е = 1, п. 

Будем искать приближенное решение задачи (11.113), (11.114) 
в виде 

и, (х, у) = = da anpe(%, И), в =1, (11.115) 

где а, — неизвестные числовые параметры. 
Поставим в Ги вместо и приближенное решение и„, определяемое 

по (11.115). Тогда . 
Ё (ин) = [. 

Это равносильно условию 

(0 (Lun) Yel, yd dy =0, &=0, 1,2, .... (11-116) 
D 

Определим #воэффициенты а», Е =1, п, из условий ортогональ- 

ности Ё (и) —{ к первым п функциям 1, (х, и), Е =0, й— |. 
Запишем (11.116) в виде 

>, Аваз + de = 0, k=0, n— |, . (11.117) 

где . 

An = \'\ L (9) paddy; (11.118) 
D 

d,=S\ (L(o)— flpadxdy. (11.119) 
D 

Описанный метод приближенного решения задач (11.113), (11.114) 
в виде (11.115) вазывается методом моментов. 

Метод Галеркина является частным случаем метода моментов. 
В нем система функций {ф»ь (х, и)} выбирается так же, как в методе 
моментов, а функции 1,(х, у) определяются по правилу 

фь(х, И) = фьы(х, И), &=0, 1, 2,.... (11.120) 

Задания для самостоятельной работы 

1. Найти решение смешанной задачи для уравнения 

ди 0?и 
at = ax? О0<х<10<[<Т 

при заданных начальных условиях 

u(x, 0) = @ (x) 
И граничных условиях 

и (0, д =: (0; u(l, 4) =p, (2) 

147



При этом добиться точности А. 

  

  

    

  

      

  

  

N @ (*) My (2) из (2) h A 

] x(x +1) 0 2Е--1 0,1 0,01 

9 1 +. lg (x + 1/2) 1-2 1 1 0,01 

3 sin 2x 2t ] ] 0,005 

4 sin (0,1 (5x + 1)) t+-0,1 05 ` 0,01 
5 2x (1 — x) + 0,5 2t 0,8 1 0,01 

6 cos (2x +- 0,2) 1 0,2 1. 0,005 

7 lg (2,7 — x) —3! 0,4 1 0,01 

8 Ig (1,5 +- 2x) 0,2 3 (¢ + 0,2) 1 0,005 

9 (x + 1)? 2t 0 1 0,01 

10 1 +- 2x (1 — x) —6i-+1 15 . 1 0,01 

11 2 cos (x +- 0,5) 0,8 0,9 + 32 2 0,01 

12 x sin 1x 2t 0 2 0,01 

13 х(1 — х) + 0,5 3—1 0,6 2 0,01 

14 x(1— x) +0,5 6,2 2 (¢ + 0,2) 2 0,0! 
15 x (0,8 — x) +0,5 ЗЕ — 1,5 t 2 0,01 

16 cos (x + 0,8) 6¢ + 0,9 0,5 1 0,005 
17 cos (1x + 0,3) i— 0,6 t 1 0,01 

18 (x + 1) In x 0 2t 2 0,01 

19 Иж 1 #--1 0. 2 0,01 
20 x? — 2x +0,5 2t 1 3 0,05 

2. Найти решение смешанной задачи для уравнения - 

0°и Ou 
дх? : ду? = —] (х, 1) 

в области 

D={0<x<l, 0S ys}, 

удовлетворяющее краевому условию 

ди 
=, Ни || = (х, у) =1 1-9 
on r 

с точностыо А = 0,05 > 

И Г = ia д = 1. 

N | 1 2 3 4 5 

Г (х, и) ] ху sin x 0 x? + y? 

N 6 7 8 9 10 

f(x, y) x+y 2х —у 0 cos y +x 0 
. WN 11 12 13 14 15 

L(x, 9) шт (НУ -- 2) 2х cosy+x 0 x? y? 
N 16 17 18 19 20 

f(x, y) 0 , ex 2 0 е *Y 
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3. Найти решение смешанной задачи для уравнения 

в области 

ди ди 
д = 5 +! (% В 

В = {0<х<1; 0<:<Т} 
с начальными условиями 

  

  

  

Ou (x, 0 w(x, Y= g(x); HE — ow 
и граничными условиями 

и (0, д =: (1; w(l, t) = pe (A). 

При этом добиться точности А. 

N f(x, t) Po (х) Фи (х) ш (0 | и(01 7 A 

1 x(x +?) | х--1 COS MX 2t —] 0,5 | 0,05 

2 cos (x ++ 1) cos mx /2 1+ 2x 0 {2¢ 4-1] 0,5 | 0,05 
3 cos (1x/2 + 2) 2x (x + 1) 2 sin x 0,3 |4--1| Г | 0,05 
4 ft.sinx Inx 0 t 0 } 10,10 
о et sin x x sin Ux (x +- 1)? 2t 0 1 | 0,10 
6 et cos x 3x (1 — x) cos x 0 2t 0,5 | 0,05 
7 x? sin f 2x2 cos 2x . [2 1 0,5 | 0,05 

8 ШЕИ (1 —х) со5х 2x + 1 [-1-1/2] 0 0,5 | 0,01 
9 ж-ех x? | sin 2x 0 |2f+ 1) 0,5} 0,05 

10 te-* x? COS MX x24] [124405 2 1 | 0,10               
Глава 12. УПРОЩЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

12.4. ПРИВЕДЕНИЕ СИСТЕМЫ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ — 

УРАВНЕНИЙ К КАНОНИЧЕСКОМУ ВИДУ 

Пусть имеется система дифференциальных уравнений вида 

> 

ах (1 

dt 

  

) — Ax(t) + F (0), (12.1) 

где х(#) — вектор-столбец переменных состояния; А = [а; 1 — матри- 
ца коэффициентов; #(1) — вектор-столбец возмущений. 

Приведение (12.1} к каноническому виду значительно упрощает 
ее решение. 

Для всякой квадратной матрицы существует матрица преобразо- 
вания Т с не равным нулю определителем такая, что 

А= ТИТ, 
где 

[= [oy (Ax), lo, (A>); ses) I, A )I. 

A; O 0 0 

| Л 0 
Гы: (Ai) = ооо. 

0 0... 1 A; 

(12.9) 
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re Ay, А., -.., Ам» Т < п — характеристические числа матрицы А, 
удовлетворяющие уравнению 

|1 А— АЕ] = 0, (12.3) 

где о, — кратность чисел-А;, причем 

оно. +... + в =7. 

Для нахождения матрицы / необходимо определить харакферисти- 
ческие числа ^;, решив уравнение (12.3). 

Матрица / ‘является в общем случае квазидиагональной с клетками 
Жордана, стоящими на главной диагонали матрицы /, соответствую- 
щими кориям № кратности р;. Если ‘все корни (12.3) различны, то 
матрица / превращается в диагональную матрицу размерности л Х п. 

Введем новые неизвестные у; матрицей преобразования 

T = [tye]; 

x= Ty; 

= > Xj (12.4) 

i= 

`Рассмотрим однородное матричное уравнение 

AM) — Ax (0). 7 (12.5) 

Подставим преобразование (12.4) в (12.5) 

ТУ — АТу (8; 

Т-Т avi = TATy (2) 

490 _ Paty (p = ly(d. (12.6) 
Для возврата к старым переменным после решения уравнения 

(12.6) найдем матрицу преобразования 

[=T AT; ` 

АТ = ТГ. (12.7) 

Решив матричное уравнение (12.7), найдем элементы &, матрицы 
Т. Если характеристические числа — простые, т. е. матрица А — сим- 
метричная, то столбцами матрицы Т являются собственные векторы, 

соответствующие ^,, [= |, п (см. гл. 5). 
При наличии кратных корней матрица преобразования может быть 

найдена с помощью процедуры ортогонализации Грама—Шмидта. _ 

В случае комплекснозначных корней № =а, +], i=1, [n/2I 
матрица / может быть предотавлене в виде 

I (A) — [15 (a), Г, (а,), eee lo (ат)] + ] [6 1Еь› 6 eee оу "Е „| — 

= / (a) + jB, 
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где 

Поскольку матрица А вещественная, А, попарно сопряжены, то 

I, (a) bE, = bE, I, (a); 
[(a) B= BI (a). 

Для преобразования в канонический вид (12.1) необходимо умно- 
жить вектор возмущающих воздействий на матрицу Г"; 

a(Ty) _ ATy + £ (2); 
dt 

d - 7 =l (aly +Ttt(). 

Так как | 
dT 

‚ ТО 
-. _, aT I(a) = TUAT—T2 SS 

I (a) = TAT — TAT + TTI (a). 

12.2. УПРОЩЕНИЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 
ПУТЕМ ПОНИЖЕНИЯ ИХ ПОРЯДКА 

Основными требованиями, предъявляемыми к методам упрощения 
дифференциальных уравнений, являются требования простоты и уни- 
версальности к аппарату, осуществляющему приближения к исхолному 
дифференциальному уравнению с наперед заданной точностью. Этим 
требованиям более всего удовлетворяет аппарат цепных дробей. Тре- 
бованию точности аппарат цепных дробей удовлетворяет в высокой 
степени: в определенном смысле приближенные значения функций, 
получаемые с применением этого аппарата, обладают свойствами 
наилучших приближений. 

Простейшей цепной дробью называется выражение вида 

  

а by + L—— , (12.8) 
@2 

и — 
|... 

При наиболее общем подходе a;, 0,, [=:0, |,... означают неза- 
висимые переменные. Будем считать a,, 0, #=1,2,... — положи- 
тельными числами; 6, — любое вещественное число. Если количество 
этих элементов конечно, то дробь (12.8) называется конечной, или 
п-членной цепной дробью. 
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Запишем (12.8) в более компактной форме 

РУНЫ. НЫ +. (12.9) 

а конечную Цепную дробь в виде 

о НЫ Е... a (12.10) 

Всякая копечная цепная Дробь вида 19.10) как результат конеч- 
ного числа рациональных действий над ее элементами есть рацио- 
нальная функция этих элементов и может быть представлена как 
отношение двух многсчленов: 

Ри (а, Яо, ee 9 An» Bo; т, ое у bn) 

On (а, Ч, о фу Ян, Bo, р, eee yg Bn) ’ 

которая называется 7-й подходящей дробью цепной дроби (12.9). 
Числитель и знаменатель подходящей дроби определяются по 

рекуррентным соотношениям 

  

Ра — DnP yt + anPn—9; (12.1 1) 

Qn = bnQn—1 + AnQn-2, N=1, 2,.... (12.12) 

При этом полагают 

Py | 1. P, —_ bo 

Разность между соседними подходящими дробями 

п 

р п a 
Pa п _ (Ау, 

Qn-1Qn 

Приведем некоторые свойства цепных дробей. 
Умножение элементов а,, 6», а. 4! на любое конечное число р» 

n=1,2,.... (12.14)   

kR=1, 2, ‘отличное от нуля, не меняет значения цепной дроби 

1 — Pia, P Pods 
bath Ны +. + о + РБ, + ib, 

Pye Pn-1Pndn fe bE pe 
] 

Tlomox%xKum P, = г. Тогда 
n 

bot te tb STEP bee bp tenes (245) 
где 

ат. _ Qp __ 
= 5 Ce = 5b! k= 2, O,eee es 

Операция сжатия. 

ay an а __@162 _ @азба __ — 

by + b, + . es ++ bn = 6, +p р: р. fa, (6.53 + аз) by tb2G4 a 

Aon—2Q2n_en-45en 

(Боп-обьп-1 -Ё @лп-1) эп + В.п-2Аэп 
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Сжатая дробь для (12.15) имеет вид 

С. Cy Con_»Con- 
Apo +, ОН Я ра oT e+ (12.16) 

Рассмотрим разложение дробно-рациональной функции в цепную 
дробь: 

__ бло ах -[ Чл... __ @10 onX , бзох 12.17) i) = hes Gan Sark | Oe 2, 
Qog + XX + Wook" +... Xoo Aig Qo 

где 

Обь — 9 ;—1,0 %—2,24-1 — %—2,0 Cj —1 k+l) 

i=T, Qn; k=, n, (12.18) 
  

при условии алое 0; Ong = I. 
Если какой-либо из коэффициентов © = 0, то 

f(x) = T+ ge t+. АХ | бк а... , (12.19) 
  

Рассмотрим вместо дроби (12.18) соответствующую ей подходя- 
щую дробь 

__ Py (x) 1%) = OG): (12.20) 

  

Подходящая дробь (12.20) аппроксимирует цепную дробь (12.17) 
с погрешностью 

° If (x) —fi (x) |< УБО о’ (12.21) 

Ум 

iH, s<n gal. (12.22) 
у c;x! 
i=0 

  

Алгоритм для вычисления коэффициентов d,, C,; выражения 
(12.22) с учетом формул (12.11) — (12.13) и (12. 18) имеет вид: 

dy = 65; 6, =а, =1; 62,2 =0; 63,2 = б24ез; бы = гам = 1; 
[=], П; Чо = 63; аз» = Cg + eg; 

a a. — 
а =; Cay = i=l, n—1; (12.23) 

0,0 “ 1,0 £,0 

б.р = бб, 1 Е бар Г=2, [4/2]; & =3, т; 

Ч кр = 2—1 Нар (= 2, [k/24+ 1]; R=38, n— [1 

д; — Dini) С; = an gs i=], n—l. 

Алгоритм позволяет понизить степень дробио-рациональной 
фупкции | (х) вида (12.17) на едиинцу. 

153



Приведенный алгоритм понижения степени дробно- -рациональной 

функции применим для понижения порядка дифференциального 

уравнения 
dnx dn-ly Ona Е аль ция +... Над +х=[0 (12.24) 

с соответствующими начальными условиями. 
Запишем это уравнение в операторной форме 

. Хара (p) = F (p), (12.25) 

где р— оператор Лапласа. 
Тогда 

Е x(p) = oo (12.26) 
п | 

О (р) = Хар". (12.27) 

Применяя к (12.26) как дробно-рациональной функции аргумента 
р алгоритм понижения порядка (12.23), можно с учетом требуемой 
точности понижения порядка и оценкой погрешности (12.21) пони- 
зить порядок дифференциального уравнения (12.24). 

Пример 12.1. Рассмотрим понижение порядка дифференциального уравнения 

d*x d3x d*x ° 
Agape Г @здрз 1 Oe Gp + ag x = dof (x) 

до второго порядка 
ах 

Co qa Г 63 ка dy f (t). 

Согласно алгоритму (12.23), 

аз (а1аз Е @4 — аз)-ра› аз 
  

  

С = 
0,0, — as 

вто 2 
аз (а — A, ++ 20,43) — a; a, — ag d=b 

Co = . о = 

- 0403 — a) ° 

Пример 12.2. Рассмотрим уравнение 

азх 2х dx 
ats +3 ‚Эля +3 ‚5 х=/ (0) (12.28) 

с начальными условиями 

х (0) =0; х’ (0) =1; х’(0) = 

Найдем коэффициенты упрощенного уравнения 

2х Ах 
сага сад, + = (0 (12.29) 

при 

ж1 (0) = хо; хи (0) = X40; 
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Согласно (12.23), 
аа а 
а. д =а, — - | (12.30) са = а. — . 2 2 Ay 

Для отыскания новых начальных условий запишем уравнение в операторной 
форме 

В (р) =1-{ 3,5р (1 - р) - 23; 
F(a) , lo ЦР -- 1? 
    

  

Х (р) = Ol ; ©) р + р) (12.31) 

[1 = азхо | азхо -Н ахо; 1 = азхо-Ё азхоз [5 = азХо. 

В операторной форме уравнение (12.29) имеет вид 

Р (р) ту -- т:р 

То = Соло -| 61х10; Т1 = бах1о. (12.33) 

Коэффициенты п% и т; в (12.33) определяем согласно (12. 23) по формулам: 

=; т = — 184/93; ва =Ь (14, — 15) — Г. аз; 

Bs = by (ayly — 11) — 1 (аз — Ь). 

Тогда с учетом (12.33) , 

п Пос» — MC, 
Cy’ Х10 == с? А10 == > 

Для уравнения (12.28) имеем 

Р (р) 3,5 -+ p 
Xx — 

® 

M= TT Sop ++) + P+S0M +) i 
C, = 3,2; cy = 2,5; x, (0) = —0,14; xj (0) = 1,58; 

0,4 F (р) 1,4 —0,14р 
41) = RET 28p Од ра 1,28p + 0,4" 

Точное решение уравнения (12.28) с учетом (12.28) при {() =1(1) следую- 
щее: 

  

x(t) = 11-113 (4е—#/? — 9е- -- 2е-2); 
х1 (д =1 — 5,31е-0,73# -1- 4,17е-0,55, 

Таким образом, (12.28) заменяем на уравнение 

d?x, ax, 
2,078 + 3,277 + % =f (d) 

С начальными условиями 

xy (0) = X19 = —0,14; xy (0) = 1,58. 

Глава 13. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ В ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ 

ВЕРОЯТНОСТЕЙ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ СТАТИСТИКИ 

13.1. НАХОЖДЕНИЕ ДОВЕРИТЕЛЬНЫХ ИНТЕРВАЛОВ 

ДЛЯ МАТЕМАТИЧЕСКОГО ОЖИДАНИЯ И ДИСПЕРСИИ 

Пусть случайная величина а является оценкой некоторой неизве- 
стной величины а. Обозначим Р вероятность того, что допущенная 
при этом ошибка не превзойдет заданной величины 

P=P(ja—aj<e) =F (x) — Е (—=), 
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где Р(х) — функция распределения величины а. Вероятность Р на- 
зывается доверительной вероятностью, интервал (а —е, а) — 
доверительным интервалом. 

Пусть над случайной величиной х, распределенной по некоторому 
закону, с математическим ожиданием д = М [х] и дисперсией о? про- 
изведено п независимых испытаний Ху, Х., ..., Хм. 

Построение доверительного интервала для математического ожи- 
дания п нормально распределенной случайной величины х с извест- 
ной дисперсией 02. Предположим, что случайная величина х распре- 
делена нормально и бреднее квадратическое отклонение о этого 
распределения известно., В качестве оценки Х неизвестного матема- 
тического ожидания и примем среднее арифметическое л независимых 
испытаний 

х = пу, ха. (13.1) 
=] 

Величина х распределена по нормальному закону с математическим 
ожиданием и и дисперсией о?/и. Следовательно, величина (xX — p)/ 

(о/У п) имеет нормированное нормальное распределение, поэтому 
имеем 

P(\¥—pl<e)=O(ec)—O(—2) =p, ° (13.2) 
ИЛИ 

, г 

Р(—в < 8 =2Ф(е) =УЯ я | е-2/4 = р, (13.3) 
0 

где Ф (=) — функция Лапласа. 
Запишем (13.3) в виде 

Р(х— = /И << + ео И п) = 20(c) = p. (13.4) 

Для заданной доверительной вероятности р = 2Ф (=) из табл. П. 1 
можно определить значение в = (р) и получить для математического 
ожидания д доверительный интервал. 

(Х — го И п, Х+ вс Уп). 

Пример 13.1. Выборка из достаточно большой партии ламп содержит 100 ламп. 

редняя продолжительность горения лампы в выборке х = 800 чи среднее квад- 
ратическое отклонение продолжительности горения лампы © ==20 ч. Считая, что 
продолжительность горения каждой лампы является нормальной случайной вели- 
чиной, определить доверительный интервал для математического ожидания и при 
‘доверительной вероятности р = 0,45. 

При р= 0,45, Ф (=) = 0,47 из табл. 1.1 находим значение = = 1.96. Исполь- 
зуя (13.4), получим 

800 — 1,96.2< np < 800 + 1,96 - 2, 
ИЛИ 

796,08 < в < 803,92. 

Построение доверительного интервала для математического ожи- 
дания \ нормально распределенной случайной величины х с неизве- 
стной дисперсией 07. Пусть случайная величина распределена нор- 
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мально. Для оценки математического ожидания используем величи- 
ну х, определенную (13.1), а для оценки неизвестной дисперсии 0*— 
исправленную выборочную дисперсию 

52 = I/(n—1) > (x; — %)?. (13.5) 
‘= 

Случайная величина | 

xp 
pe Va 

имеет { — распределение Стьюдента с Е =п — | степенями свободы. 
Поэтому 

& 

P(\T|<e) =2\ Sis (2) dz =5, 
0 

где 5,1 (%) — плотность распределения по закону Стыодента. Го из 
`вестной доверительной вероятности „р и числу степеней свободы 

Е =п— |1 из табл. П.2 можно определить значение в == (р). Таким 
образом, 

p (7-0 <p<x ter.) = p. 

Пример 13.2. Результаты |! измерений величины вязкости жидкости даны 
в Табл. 13.1. | 

Таблица 13.1 
  

{ | 2 3 4 5 6 7 & 9 10 1] 

  

x, (ME/m2-c) 6,99 1,25 6,0 1,09 1,03 0,92 1,03 1,15 1,18 098 1,4 
  

Считая, что ошибки измерений распределены нормально, а систематические 
ошибки отсутствуют, определить: 

— ошенки математического ожидания ш величины вязкости и среднего ква дра- 
тического отклонения д величины вязкости; 

— доверительный интервал для истинного значения ‘величины вязкости при 
доверительной вязкости р == 0,95. 

Оценки математического ожидания и среднего квадратического отклонения 
найдем, используя соответственно формулы (13.1) и (13.2): 

iI 

x= SI x;/11 = 1,057; 
t=] 
  

H 

s=)/ (4% —1,057)/10 ~ 0,20. 

  

i=] 

При р = 0,95 и числе степеней свободы # = п — | = 10 находим из табл. 1. 
Вначение = = 2,23, следовательно, 

52 _ 0,2.2,23 
5 — = — rw 0,13, 

У! Vil 
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Таким образом, доверительный интервал- определяется следующим образом: 

1,06 —0,13 < в < 1,06 -{ 0,13, 

ИЛИ 
. 0,93 «в < 1,19. 

Построение доверительного интервала для дисперсии нормально 
распределенной случайной величины х при неизвестном математи- 
ческом ожидании. Пусть случайная величина х распределена нор- 
мально. Для оценки математического ожидания используем величи- 
ну х, а для оценки неизвестной дисперсии 00° выберем исправленную 
выборочную дисперсию, определенную (13.5). 

Случайная величина Х2 = (п — 1) 52/0? имеет распределение Х2 с А = 
=п— | степенями свободы. Далее используем более общее нонятие 
доверительного интервала. 

Интервал (, &.) называют доверительным интервалом для He- 
известной величины а, соответствующим доверительной вероятности р, 
если существуют величины в, и &, такие, что 

Р (в, «а<в,) = р. 

Пусть дана доверительная вероятность р. Из табл. [1.3 найдем 
два числа 1 И &.: 

Р (<=) =Р(2 > в.) = i.   

Torna 

P(e, <%? <e,) =p, 
ИЛИ 

pi < pt ns? S| = р. 

Таким образом, доверительным интервалом для дисперсии о? 
является интервал вида 

(= a) 

5’ 81/° 

Пример 13.3. Построить доверительный, интервал с вероятностью р =0, 95 

AAA дисперсии 0? случайной величины, распределенной нормально, если s? = 10; 
n= 20 

Имеем 

P (x2 < 81) = P (x? > &,) = 0,025. 

При = — 1 = 19 (Табл. 13.2) получим =. = 32,9. 

Таблица 13.2 
  

XI XII хи! XIV xv XVI XVII XVIEL XIX | Xx 
  

612 1016 8 20 7 16 825 920 925 725 750 20 
& 

Поскольку 

Р (2 < в!) =1-—Р (2 >21), 
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т, е, 

- Р (52 > в!) = 0,975, 
из табл. П.3 при ^ = 19 находим г = 8,91. Тогда доверительный интервал для 
дисперсии определяется следующим образом: | 

20-10 , 20-10 
399 <9 < 895; 6,07 < 0? < 22,45. 

13.2. НАХОЖДЕНИЕ ЗАКОНА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ВЕРОЯТНОСТЕЙ 

СЛУЧАЙНОЙ ВЕЛИЧИНЫ 

Под гипотезой будем понимать некоторое предположение о случай- 
ной величине х, например о виде функции распределения, парамет- 
рах распределения. С помощью статистической‘ проверки установим 
принять или отвергнуть выдвинутую гипотезу. При решении этого 
вопроса могут быть допущены ошибки. Ошибка первого рода состоит 
в том, что будет отвергнута гипотеза, которая на самом деле верна. 
Ошибка второго рода состоит в том, что принята гипотеза, которая 
‘на самом деле неверна. 

Обозначим через вероятность ошибки первого рода. Эту вероят- 
ность называют также уровнем значимости проверки гипотезы. 

Для того чтобы принять или отвергнуть выдвинутую гипотезу, 
в каждом конкретном случае используют специально подобранную слу- 
чайную величину К, которую называют критерием и распределение 
которой известно заранее. 

Критической областью называют совокупность значений критерия, 
при которых выдвинутую гипотезу отвергают. Областью принятия гипо- 
тезы называют совокупность значений критерия, при которых гипотезу 
принимают. 

Если наблюдаемое значение критерия ХКн.сл принадлежит критиче: 
ской области — гипотезу отвергают, в противном случае, если Кнабл 
принадлежит области принятия гипотезы — гипотезу принимают. Кри- 
тическими точками Ккр называют точки, отделяющие критическую об- 
ласть от области принятия гипотезы. Правосторонней называют кри- 
тическую область, определяемую неравенством К >> К»кр, где число 
Ккр > 0. Левосторонней называют критическую область, определяемую 
неравенством К < Ккр, где число Ккр < 0. 

Двухсторонней называют критическую область, определяемую не. 
равенствами 

К<К,, К> К, (К. > К). 

Для отыскания, например, правосторонней области необходимо опре- 
делить критическую точку. Задавшись уровнем значимости ©, требу- 
ется, чтобы при условии справедливости предполагаемой гипотезы. 
выполнялось соотношение 

P(K > Kup) = &. 

Для каждого критерия имеются таблицы, по которым определягот 
критическую точку Ккр. 
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Пусть экспериментально при независимых испытаниях получены 
значения Л, Х.,..., Хи случайной величины х, закон распределения 
которой не известен. Для его выяснения применяют так называемые 
критерии согласия. Имеется несколько критериев согласия Колмого- 
рова, Пирсона и др. 

В каждом критерии согласия используется определенная мера рас- 
хождения между эмпирической функцией распределения ЁР*(х) и гипо- 
тетической функцией Р(х). 

Критерий Колмогорова. Пусть в, — число наблюдений, при котором 
наблюдалось значение случайной величины Х меньшее х, п — общее 
число наблюдений. Относительная частота события Х < х составляет 
р* = п,/п. Эмпирической функцией распределения Р*(х) называется 
функция, определяющая для каждого значения Хх относительную часто- 
ту события Х < x: 

F¥(x) = P*(X <x) = p*. 
Гипотетическая функция распределения Р(х) определяет для дан- 

ного значения х вероятность того же события Хх. 
График функции Р*(х) представляет собой разрывную ступенчатую 

линию, имеющую в точках разрыва скачки, равные относительным 
частотам соответствующих значений случайной величины. Согласно 
теореме Бернулли, при достаточно болыном числе наблюдений веро- 
ятность относительпой частоты события стремится к вероятности 
этого события. Этот график с увеличением числа: наблюдений неогра- 
ниченно приближается к кривой, являющейся графиком непрерывной 
функции Р(хХ). 

Мера РД является случайной величиной, распределенной по неко- 
торому закону. 

Согласно критерию согласия Колмогорова, мера отклонения О эм- 
пирической функции распределения Р*(х) от гипотетической функции 
Р(х) вычисляется по формуле 

D = max | F*(x) — F(x)|. 

Доказано, что для непрерывной функции Р(х) при п- со 

РрИУв>№- P(r), 
где 

— __J\k me . 

P(A) = 5. ee >60; (13.6) 
0, А < 0. 

Практически значения вероятности P(A), вычисленные по (13.6), исхо- 
дят из таблиц. 

Пусть число %>0 настолько мало, что практически невозможно 
осуществление события с вероятностью % в единичном опыте. 

Зная закон распределения случайной величины х, РУ и задавая 
уровень значимости а, можно найти такое критическое значение, что 

РА) =DYVn>A,) =a. 
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В табл. 13.3 приведены критические значения Ag в зависимосьи 
от уровня значимости. 

Таблица 18.9 
  ETT 

a | 0,50 | 040 | 0,30 | 0,20 | 010 | 005 | oo2 | 0,01 | 0,001 

  a 

№ 0,828 | 0,895 | 0,974 | 1,073 | 1,224 1,358 | 1,520 | 1,627 | 1,950               
  ние 

Если вычисленное значение А, =Д\Уп болыше Ay, это значит, 
что произошло практически невозможное событие и гипотеза отвер- 
гается, если же значение А меньше А, то гипотеза как непротиво- 
речащая опыту принимается. Для использования критерия Колмого- 
рова необходимо знать гипотетическую функцию распределения 
и входящие в нее параметры. 

Пример 13.4. С помощью критерия Колмогорова выясиить, подчиняется ли 
случайная величина Х при уровне значимости @& = 0,1 закону нормального. рас- 
пределения с параметрами ц = 10, 1; в=1. В табл. 13.4 приведеиы результаты 
100 набл:одений случайной величины Х; т; — количество наблюдений, при кото- 

10 
рых Х =Хь Ё=Ь 10; п= У м; = 100. 

ia 

Габлица 13.4 
  

  

i Xj т} t X; m; 

| 8,0 2 6 10,5 20 
2 8,5 4 7 11,0 12 
3 9,0 9 8 11,5 10 
4 9,5 18 9 12,0 4 

5 10,0 19 10 12,5 2           
Эмпирнческая функция распределения Ё* (х): 

1—1 

Е* (х;) = У р-- 0,5 9. 
k=] 

где 

т, ИЕ, 
Pi = 100 

Гинотетическая функция распределения: 

(2—и)? 

F (x) = ——= o* dz =0, +0(-), (x) Via | е 5 > 

= бо 

  

С учетом последней формулы при х==х,, 1 = 10,1; в =1, определяя значе: 
ние функции Лапласа Ф (х) из табл. 1. 1, получим значения Р (х,). Вычисления 
запишем в табл. 13.5. 
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Таблица 13.5 
  

  

t xy Я F* (x)) Е (хр F* (x7) — F (x,){ 

1 8,0 0,02 0,01 0,0179 0,0079 
2 8,5 0,04 0,04 0,0548 0,0148 
3 9,0 0,09 ‚ 0,105 0,1357 0,0307 
4 9,5 0,18 0,240 0,2743 0,0343 
5 10,0 0,19 0,425 0,4602 0,0352 
6 10,5 0,2 0,620 0,6554 0,0354 
7 11,0 0,12 0,780 0,8159 0,0359 
8 11,5 0,1 0,890 0,9192 0,6292 
9 12,0 0,04 0,960 — 0,9713 0,0113 

10 12,5 0,02 0,990 0,9918 0,0018           
Из табл. 13.5 определяем Ш =0,0859. Значенне А =) Уп == 0,0359 У 100 = 
= 0,359. При заданном уровне значимости © =0,1 из табл. 13.3 находим № == 
—= 1,224. Поскольку вычисленное значение ^ меньше А„, гипотеза принимается. 

Критерий Пирсона. Согласно критерию согласия Пирсона, мера 
отклонения О эмпирической функции распределения Ё*(х) от гипо- 
тетической функции Р (х) 

k 

— д — YY (Mm: — np;)* Daye = yer (13.7) 
i=] 

где в — число разрядов; т, — частота 1-го порядка; п — число на- 
блюдений; р, — вероятность попадания исследуемой случайной вели- 
чины Х в 1-й разряд, найденная с помощью гипотетического закона 
распределения. . 

Показано, что для любой функции распределения Р (х) случайной 
величины Х при п-— со распределение величины Х стремится в каж- 
дой точке х к Х? распределению с г степенями свободы, т. е. 

P(y2<x)—> | К, (04 

где К,(х) — плотность распределения Хх? с г степенями свободы. 
При применении критерия Пирсона используют табл. П. 3 распреде- 
ления Х? с г степенями свободы. Причем г=Е— 1—1, где [— 
число входящих в закон распределения параметров. Так, если пред- 
полагаемое распределение ‚нормальное, то оценивают два параметра 
(и, 0), поэтому г=А— 3, если же необходимо проверить согласо- 
ванность с распределением Пуассона, то оценивают один параметр 
^, тогда число степеней свободы г=й— 2. 

Нри заданном уровне значимости & построим правостороннюю 
критическую область в предположении справедливости предполагае- 
мой гипотезы, потребовав 

Р (2 > Хьр (a, r)) =a. 
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Обозначим %2„‹„ значение критерия, вычисленное по данным на- 
блюдениям. Критическое значение Хир (©, Г) определяем по табл. П. 3. 

Если Х..‹1< 2, то нет оснований отвергать предполагаемую гипо- 
тезу, если же Х„„ >, то гипотезу отвергают. 

Пример 13.5. В течение 400 мин регистрировалось число обрывов нити ткац- 
кого станка. В первых двух столбцах табл. 13.6 приведены числа т; минут, 
в течение которых наблюдалось i обрывов. Проверить, используя критерий Пир- 
сона, гипотезу о согласии данных наблюдений с законом распределения Пуассона 

| Pii, = 5 emg! 

приияв уровень значимостн @ = 0,05. 
Таблица 13.6 

  

  

              

о (т; — пррз 
1 т: Di np; т; — Пр; (т — пр? р: 

0 90 0,252 100,8 —10,8 116,64 1,15 
1 130 0,319 127,6 2,4 5,76 0,05 
2 100 0,227 90,8 9,2 84,64 0,93 
3 60 0,121 48,4 11,6 134,56 2,78 
4 15 0,053 21,2 —6,2 38,44 1,81 
5 4 0,019 7,6 —3,6 12,96 1,70 
6 ] 0,005 2,4 — 1,4 ` 196 0,79 

6 
п = Ут; = 400; 2 бл = 9,21. 

{=0 

На основании данных наблюдений вычислим оцеику параметра А закона распре 
деления Пуассона: 

6 

= 1/п Vim, = 1,63. 
i= 0 

Обозначив р, =Р (+, А), определим теоретические вероятиости р;, наличия { об- 

рывов в мииуту при справедливости закона Пуассона (табл. П. 4). Произведем 
иитерполяцию по А между ^=Т и ^==2 и получим значения р; и пр,» приве- 
дениые в табл. 13.6. Затем найдем 

6 

2 —_ (т: — np,)* — 
Хнабл = № пр: о 9,21. 

i==0 

Число степеней свободы г=7— 2 =5. По табл. П. 2 определим Xep (0,05; 5) = 

= 11,1. Поскольку Х2 бл < hips гипотеза принимается. 
Пример 13.6. В табл. 13.7 приведены результаты 200 измерений отклонеиий 

диаметров труб от иоминальиого значения. Проверяемый размер деталей измерен 
в точностью до |1 мкм. Результаты намерений разбиты иа 10 разрядов; т; — чис- 

ленность {-го разряда, # = 1,10; п == У, т; = 200. 
ium] 
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Таблица 13.7 
  

  

  

      

i Границы интервала | т; | , Границы интеркала mn, 
Xj— | Xp — XP] 

] (—16—12) 5 G (4,8) 45 

2 (—12, —8) 10 | 7 (8,12) 95 
3 (—8, —4) 16 8 (12,16) 15 

4 (—4'0) 98 | 9 (16,20) 5 
5 (0,4) 48 10 (20,24) 3           

Оценить с помощью критерия Пирсона гипотезу о согласии данных наблюдений 
с законом нормального распределения при уровне значимости a@ = 0,05. 

* M3 * 
Определяя частоты 2; = 500, а также значения х; середин интервалов, на- 

ходим оценки математического ожндания и дисперсии по формулам: 

10 
ra _ * * __ . 

x= 2 x; Pi = 3,30; 
‘= . 

[0 

9? = + у. (x; — x*)? = 56,07; 

i=] 

д = 7,49. 

Вычисления приведены в табл. 13.8 
Таблица 13.8 

  

    
  

т; — пр? 
1 р: | xe 2; Ф (2;) Ye | np; ae 

0025 | —14 | —o 0,5000 | 0,0207 | 4,14 0,17 
2 0,05 —10 —204 |—0,4793 | 0,0461 9,22 0,06 
3 0,08 — 6 —1,50 | —0,4332 | 0,0992 19,84 0,76 
4 0,14 — 2 0,97 | —0,3340 | 0,1640 32,80 0,70 
5 0,24 2 —0,44 |—0,1700 | 0,2059 41,18 1,10 
6 0,225 6 0,09 0,0359 | 0,1998 39,96 0,64 
7 0,125 10 0,63 0,2357 | 0,1433 28,66 0,25 
8 0,075 14 1,17 0,3790 | 0,0577 15,10 0,00 
9 0,025 18 1,69 0,4545 | 0,0326 6,52 0,47 

10 0,015 22 2,23 0,4871 0,0129 2,58 0,42 
п — — 0,5000 —               
Теоретические вероятности р; попадания отклонений в интервалы (хр» Ха) вы- 

числяем по формуле: 

р; =Ф (2:1 — 9 (2,), 

где г, — левая единица {-го иитервала относительно х в единицах о 

хх 
  2; — — 

О 

При этом наимельшее значение 2, заменено Ha —0oOo, а нанбольшее —21} на 
-++00. 
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Значения функции Лапласа Ф (2) находим по табл. П.1. Далее определяем 

[0 

\ (m,;—np,)? 
«= пе = 4,57. набл пр. ’ 

i=! ‘ 

Число разрядов равно 10, число степеней свободы k= 10 —2—1=7. 
По табл. П. 3 находим критическое значение: 

Xp (0,05; 7) = 14. 
2 , Поскольку Хнабл < Хр, иет оснований отвергать гипотезу о том, что данные 

наблюдений согласуются с законом нормальиого распределения. 

13.3. ПОСТРОЕНИЕ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ 

С ПОМОЩЬЮ МЕТОДА НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ 

Пусть модель представляется уравнением вида 

y =f" (x)a, (13.8) 
где | 

а = [а а, ..., а17 

— вектор неизвестных параметров модели, 

X — [^т, Noy | x17 

— Вектор значений неизвестных переменных, 

F(x) = [№ (х), Г, (х), ..., № ФГ 

— вектор заданных функций. 
Уравнение (13.8) запишем в виде 

у(а, х) = ао (х) -- аГ: (х) -- ++ › - ати (х). 
Для истинных значений вектора а по результатам эксперимента 

требуется найти оценку а. Оценка й для функции у вычисляется 
по формуле 

9=Г (да. (13.9) 
Пусть эксперимент проводится в М точках 

xl, x7, 2.4, x% 
с координатами 

, x7, i=, N. xe х = [6 хь ... 1? 

Обозначим у вектор, координатами которого являются результаты 
наблюдений у в точках х“ 

у = [9', 9, ..., УМ. 
В общем случае в каждой точке х’ может быть поставлено % 

опытов, результатами которых будут 
we ~e — | ° 

Y's, Yt) ee YX LS ‚ М. 
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В этом случае й определяется следующим образом! 

п, ТМ, 
Задача заключается в том, чтобы на основании результатов на- 

блюдений И' найти наилучшие в некотором смысле оценки а и у. 
Теоретические основы метода. Будем считать, что модель соот- 

ветствует действительности, т. е. она является адекватной. 
Обозначим 

y=[7, 7, 0, OU , 
— вектор значений, вычисленных с помощью а по (13.9). аким 
образом, 

-: T ea . — - 

И =Р (ха, 1=1, М, (13.10) 

или в матричном виде 
у = Ра, 

где матрица Р определяется следующим образом: 

fy (x?) fy (x) 66 fin () 

Fm ff, (xs | FOO) AGA) «+ fal) |, 

(км) Fa XM) oo fg (XM) 
—ы. 

р=0, т i=1, N. 

Будем считать, что результаты эксперимента й' распределены 
нормально, являются исследуемыми. случайными величинами, т. е. 

математическое ожидание величины y! соответствует действительному 

значению 

М [9] = у = Ра. 

Далее, пусть результат наблюдений в точке х! не зависит от ре- 
зультата в точке х/ и дисперсия результатов наблюдений 7' во всех 
точках х’ одинакова. Последние два условия выполняются, если 

М [(у — у) (у— у)7] = о*Е, 
где Е — единичная матрица. 

Кроме того, предположим, что оценка а, представляющая собой 
случайный вектор, является несмещенной, т. е. М [а] = а, а диспер- 
сия 07 оценки а; эффективной, т. е. дисперсия 0: оценки а; должна 

быть минимальной! 

= M [(a,—a,)*], 1=0, m. 

Оценка а удовлетворяет этим условиям, если сумма 
м 

S= Gy) =|9—yP (13.11) 
— минимальна. 
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С учетом (13.10) 

$ =5 (а) = УТу + атРГРа — 2уТРа. 

Если матрица ЕЕ невырождена, т. е. если матрица Ё имеет 
ранг т-- 1, то сумма квадратов (13.11) имеет единственный мини- 
мум при 

a = CF'y. . (13.12) 

Matpuua C = [F’F]7! c anementamn Cay} 1 1 =0, т— и размера (m-+-1)X 
х (т-- 1) называется дисперсионной. 
Статистический анализ точности. Ошибка оценки д,, вычисленной со- 

гласно методу наименьших квадратов по (13.12), тем больше, чем больше 
дисперсия ошибок наблюдений. ‘Точность оценок а, и величины у 
характеризуют соответственно дисперсии 0’ и Om зависящие от мат- 

рицы Р. Для определения этой зависимости необходимо найти вы- 
ражение для ковариационной матрицы Х (а): 

У (А) =М [(А — а) (а— а)7]; 
V (a) = Co?. 

Отсюда для дисперсии 0? оценки G, 

0? = ¢;,0°, 

а также легко получить выражение дисперсии on для величины 

у = (х) СКХ о? 

По имеющейся оценке а, выраженной (13.12), находим оценку 
у по (13.10). 

1. В каждой точке проводится один эксперимент, дисперсия на- 
блюдений 0? известна. 

Величина 

x = (a, —a,)/o 

распределена нормально и имеет место соотношение 

P(|x|[<e) = 20 (ce) =p, 

где Ф(х) — функция Лапласа. При заданной доверительной вероят- 
ности р, используя табл. П. 1, можно определить значение в == (р) 
и таким образом построить доверительный интервал для истинного 
значения 01 

2. В каждой точке проводится один эксперимент, дисперсия 
ошибки наблюдений 0? не известна. 
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Оценка дисперсии ошибок наблюдений $, вычисляется следую- 
щим образом: 

nm s 

$1 = 2—9) =У—у)7у—) 

t
r
e
 

с числом степеней свободы # = М—т— 1. 
Величина 

Sy $ = 1 ы (13.13) 

является несмещенной оценкой дисперсии ошибок наблюдений о*. 
Оценка 5 для дисперсии 0; может быть вычислена по формуле 

$1 = 15", [=0, т. (13.14) 

Величина 1 = (а, — а,)/5; подчиняется #{-распределению Стьюдента 
с Rk, степенями свободы. ` 
При этом " 

P(|t|<e) =p. 

При заданной доверительной вероятности р и числу степеней 
свободы №, величина г =(р) находится по табл. П. 2. Доверитель- 
ный интервал для истинного значения а, при известной оценке $5? 
дисперсии наблюдений определяется следующим сбразом: 

—вИУ сиб <а,<а +8 си, 1=0, м. (13.15) 

3. В каждой точке проводится ^ экспериментов, дисперсия ошибки 
наблюдений 0? не известна. 

Оценка дисперсии ошибок наблюдений 5, вычисляется следующим 
образом: 

= yx (Gi — 9)? (13.16) 

i
a
t
 

и имеет k, = N (v—1) степеней свободы. 
В качестве оценки $? для дисперсии ошибок наблюдений 0? ис- 

пользуется выражение 

= S,/(vk,); (13.17) 

определяющее величину дисперсий среднего HaOmoneHHA Y, BbIuHC- 
ленного по у наблюдениям. 

В этом случае также по заданной доверительной вероятности р 
и числу степеней свободы А, по табл. П. 2 определяется величина 
 =8(р). Доверительный интервал для истинного значения опреде- 
ляется следующим образом: 

а, —вИУ с, <а <а + Ис, 5, = 0, 
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Проверка адекватности модели. Рассмотрим величину 5, Харак- 
теризующую неадекватность модели 

$, = Y vG—H)? = 98, (13.18) =] 

и имеющую А. = М — т— 1 степеней свободы. 
Частное от деления оценки дисперсии неадекватности на оценку 

дисперсии ошибки единичного наблюдения 

— 2/3 13.19 
= Saks (18.19) 

  

в случае, когда модель адекватна, является случайной величиной, 
подчиненной Р-распределению Фишера с числом степеней свободы 
Ё3 и ka. Можно определить значение Ркр, соответствующее условию 

P(F > Fy) =a =1—p, (13.20) 
a 

где © — заданный уровень значимости проверки гипотезы об адекватно. 
сти. Если для значения, вычисленного по (13.19), выполняется не- 
равенство F< Fyy, TO гипотеза сб адекватности принимается, если 
же Р>> Рьр, то гипотеза об адекватности отклоняется. 

Вычислительная схема. 1. Выбор модели 

у (х) = аро (х) - а. (х) - +. аш! (Х). 

2. Для № > т-+ | точек 

xi =[xi, xf, ..., x17, [= Ц, М, 

вычисляется матрица - 
[ fo(x’) р) ... fm (8) 9 

гео = | В)... 9 

ох“) Г (х”) ... Pin (X*) I 

3. Вычисляется дисперсионная матрица 

С = [F'F]". 

4. В каждой точке х’ проводятся у опытов, по результатам которых 

й:, 1,..., Й^ рассчитывается среднее значение 

№ 

и У, 
= 

с дисперсией 02. 
5. Рассчитываются оценки а коэффициентов модели по методу наи: 
меныших квадратов 

A T~ 

а = СЁ у. 
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6. Вычисляютея дисперсии оценок 

2 — 2 07 = C;;9 . 

7. Определяется оценка функции у: 

y =a't (x); 

yf = alt (x’); 
y = [y, y”, ...) ИМ]. 

8. Вычисляется оценка дисперсии ошибок наблюдений $1 

5 >/(%Ё,) 
к. = М (\— 1) 

№ у 

и — 9 
ев [=0, т. 

9. Рассчитывается сумма квадратов ©.: 

  

N 

= Хуб: — 9. 
10. Оценивается адекватность модели 

__ Эз/Ёз 

P= Silke’ 
где 

Для заданной надежности Р (Е < Ркр) = р. определяется Ркр. Если 
Е< Ёкр, то модель принимается адекватной процессу. 
11. Если дисперсия наблюдений 0? известна и модель адекватна, 
то доверительный интервал с доверительной вероятностью р опреде- 
ляется по неравенству 

[a,—a,!<o;. 

Значение = находим по табл. П. | при условии 

Ф (=) =р/2. 

Если дисперсия наблюдений 0? не известна и в каждой точке 
плана проводится один эксперимент, то 

| a; — a;|< 

8, =V ¢;;s, i=0 0, т: 

S=S,/ky= Y@ — y') ')?/Ry. 

ё находим по табл. П. 2 при А =М-— тр— |1 степенях свободы 
и заданной доверительной вероятности р. 
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12. Проверяются коэффициенты а; на значимость. Если 

| 41| >> tepS;, 

то коэффициент а; считается значимым; Ё:р — критическое значение 
распределения Стьюдента для заданного уровня значимости @ H ky 
степеней свободы. 1х, — находим по табл. 13.2 из условия 

P(|t|> typ) =a. 

Незначимые коэффициенты из модели выбрасываются. 

Пример 13.7. Рассмотрим процесс, выход которого зависит от двух перемен: 
ных х., Хо. Проводятся в четырех точках по у=2 опыта (табл. 13.9). 

Таблица 13.9 
Ра 

qe 

  

  

  

. Результаты опытов 
1 xt x5 —— — 

| уй yi? yt = (yf) + yiry/2 

1 1 1 45,4 46,1 45,75 
2 1 —1 38,0 38,4 38,2 
3 —1 —1 84,5 34,8 34,65 
4 —1 1 42,1 42,7 42,4         
Построим линейную модель 

у=а --а1х! -- азх.. 
Вычислим матрицу 

  

Г | | 
| 1-1 

= фр 4}; 
1 —1 | 
‘4 оо 

F'F=|0 4 0] =46,; 
[00 4 

С = [ЕТЕ]-1 == 1/4Ез; 
45,7 

. | | | ! | soe 40,25 
a=CFy= 7/1 ГО И | 3465 | =| 1725 |; 

y = 40,25 + 1,725x, + 3,825x,; 
| 45,80 

~ : в 1] [4025 а 
= Fa = 7 1.725 | =. 

1-4 | 42,35 

Поскольку дисперсия наблюдений 0? ие известна, то рассчитываем $, и $: 

4 

$ = У, 2—9) = 0,004; 
= 

S, = (45,4 — 45,74)? ++ (46,1 — 45,75)? 
-- (38,0 — 38,2)? -+- (38,4 — 38,2)? + (34,5 — 34,65)? 

+ (34,8 — 34,65)? + (42,1 — 42,4)? + (42,7 — 42,4)? = 0,55; 
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$2 = 2:4 = 0,069; 

$ = У 1/4 = 0,131. 

Для 95 % надежности из табл. П. 2 при М =4 получаем 8 == 2,776 н 

14: — а, | < 0,131 . 2,776 = 0,363, 
Для оценок адекватности вычислим 

S3/k F= 3 3; 

Зв, 
Е =4; ky =4—-2—1=]; 

0,004 
P= 95574 = 9208. 

То табл. 13.4 для 99 % надежности 

Fy = 21,2; F = 0,03 < Fyp. 

‚ледовательно, модель адекватна процессу. Оценим значимость коэффициентов 
одели. Для выбранного уровня значимости р ==0,99 по табл. П. 3 находим 
‚ = 13, . 

14| = 40,25 > 13,277 - 0,131 = 1,74; 
14; | = 1,795 < 1,74; 

| dy | = 3,825 > 1,74, 
y = 40,25 + 3,825x,. 

Таким образом, модель, адекватная процессу, имеет вид 

y = 40,25 + 3,825x,. 
Пример 13.8. Построим квадратичную модель для процесса, выход которого ий 

ависит от двух переменных х|, Хо: 

у= в ах, - ах, + аз + аахз - 451. 

Пусть в результате проведенного в девяти точках эксперимента получены 

ледующие значения и”, у=2 (табл. 13.10): 
Таблица 13.10 

  

  

  

. Результаты наблюдений 

if xf - 5 = 
yt y! y! 

1 0 0 97,9 98 1 98,0 
2 1 0 99 05 99,15 99 1 
3 0 92.4 92.2 92.3 
4 —1 0 93,8 93,6 93,7 
5 0 —1 96,25 96,35 96,3 
6 1 | 92,8 92,4 92,6 
7 1 —| 98.8 98,5 98,6 
8 —1 —1 9195 | 92,05 92,0 
3 —1 1 89,3 89,1 89,2           

Выберем 95 % надежности для {-критерия и 99 % достоверности для Ё-крн- 
зрия. По табл. П. 2 находим 

€ = 2,26; FL. = 6,99, 
Kp 
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Составляем матрицу Р 

    

    

  

1 0 0 0 0 07 

1 1 0 1 0 0 

1 0 1 0 1 0 

1 —l 0 1 0 1 

Е=| 1 Ооо 1 0 

1 1 1 1 1 1 

1 1 —! 1 1 + 

1 —! —i 1 1 1 

|i — Lf 1 t +t 

Вычиелим информационную матрицу М: 
\ 

900 бб 0- 

0 6 0 0 0 0 

0 0 6 0 0 0 
— ЕТЕ — 

= ББ 9 9 6 4 0 
6 0 9g 4 6 O 

0 0 0 0 0 4) 

Вычислим днсперсионную матрицу 

Г 59 0 0 —1/3 —1/3 0- 

0 1/6 0 0 0 0 

_ 0 0 1/6 0 0 0 

М = |3 о 9 и о 9 
—1/3 0 0 0 1/2 0 

| 0 0 0 0 0 1/4   
- 5/9 2199 49 29 2/9 —1/9 —1/9 —1/9 —1/97 

0 1/6 0 —I/6 0 1/6 1/6 —1/6 —1/6 
СЕТ 0 0 1/6 0 —16 1/6 —1/6 —1/6 —1/6 

=| —1/3 1/6 —1/3 16 = 1/8 16 1/6 16 1/6 
—1/3 —1/3 1/6 —1/3 1/6 1/6 1/6 16 1/6 

0 0 0 0 0 14 —1/4 1/4 —1/4 |     a 
Вычислим коэффициенты модели: 

а = СЕГу = [97,82; 2,567; —2,1; —1,333; —3,433, —0,8]; 

у = 97,82 + 2,567х, — 2, 1х, — 1,3331 — 3,4332 —0,8%1ха» 

Вычислим значения и; $»; S,; F: . 

у = Ра = [97,82; 99,05; 92,99: 93,92; 

95,50; 92,72; 98,59; 91,80; 81,1917, 
9 2 . _. 

Sy = у, у, (yt! — y')% = 0,195; 

i=] j=! 

9 ~~ “~. 

S,=2 У (y’ — y')? = 0,383: 
j=! 

S3/ky _ 0,383/3 
F= S/R = 0,195/9 — 0,9 < Fup = 6,99,   
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Таким образом, модель адекватна процессу. Для дисперсий оценок коэффи- 

цнентов, согласно 
2 2 

$ = 6115, 

получнм 
s? = S,/(vk,) = 0,014; 

52 = 5/95? = 0,008; $ = 0,09; 

st = Se = 1/652 — 0,0024; $1 == 5, = 0,047; 

62 = 54 = 1/258 == 0,0071; $53 = 51 =0,084; 

58 == 1/45? = 0,00354; 55 = 0,060. 

С 95 % надежности доверительные интервалы для а; имеют вид 

| dy — | < $8 = 0,203; 
| la, —a,| < $18 = 0,116; 

14, — dy | < 88 = 0,116; 
143 — аз| < 536 =0,189; 
144 —а4| < 548 = 0,189; 

145 — аъ | < 558 = 0,136, 

Оценим значимость коэффициентов а,. Коэффициент а, счнтается вначнмо 
отлнчным от нуля, если 

14, | > рр» i=0,5 

(ep находим но табл. П. 3 для Х2-распределеиия) 

Е. = 9; [р = 8 = 16,92. 

| a) | = 97,82 > tuepSo = 1,524; 

|a, | = 2,567 > рб; = 0,850; 

ja,|=2,1> tipS2 = 0,850; 

Газ | = 1,333 < [р5з == 1,350; 

| аа | = 3,433 > {154 = 1,350; 

[45 | =0,8 < {:ъ55 = 1,015. 

Такнм образом, коэффициенты аз и р являются незначимыми и их можио 
в модели опустить. Тогда 

y (x) se 97,82 4. 2,567x, — 2,1х, — 3,4332. 

3aqanna gana самостоятельной работы 

В табл. 13.11 приведены десять вариантов (1—Х) результатов 20 наблюдений 
нормально распределенной случайной величины х. Определить оценки матема- 
тического ожидаиия и среднего квадратического отклонения случайной величины 
х, доверительный интервал для математического ожидания случайной величины х 
при доверительной вероятности.: 
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Габлица 18.1 
  

  

i И iy IV У vi УИ У! 1Х х 

1 6 8 7 10 2 12 10 8 12 18 
2 4 5 6 12 4 li 8 10 8 16 
3 4 8 7 4 6 8 7 13 11 12 
4 7 7 9 4 4 1] 9 13 9 13 
5 5 5 5 8 5 8 12 13 i 18 
6 7 8. 8 4 4 it 13 10 13 15 
7 4 3 7 8 6 10 11 10 10 17 
8 6 9 5 7 5 9 6 15 15 14 
9 5 8 7 9 2 5 13 13 14 13 

10 3 6 8 8 3 9 14 16 9 14 
11 5 7 7 12 4 7 13 10 15 14 
12 7 4 8 10 5 6 8 9 8 12 
13 6 6 9 8 5 9 13 8 10 16 
14 7 7 4 5 4 8 18 13 16 16 
15 5 3 6 9 3 11 8 11 12 10 
16 2 5 5 И 2 7 7 1] 13 15 
17 3 5 7 9 3 10 9 8 14 11 
18 5 7 И 11 4 12 8 8 12 11 
19 6 4 5 4 4 6 14 9 16 10 
20 3 5 9 7 5 10 6 12 12 15 

В течение 300 мин фиксировалось число вызовов на заводской АТС. 

                    
В табл. 13.12 приведены десять вариантов (1—Х) числа т;, в течение которых 
наблюдалось { вызовов. Используя критерий Пирсона, проверить гипотезу о со- 
гласии данных наблюдений с законом распределения Пуассона, приняв уровень 
значимости © = 0,05. 

Таблица 13.12 
  

  

  

т 

им | || | x 

0 60 40 50 65 50 60 55 60 50 50 

1 100 98 95 100 70 75 100 80 65 105 
2 80 99 75 75 100 75 75 95 100 60 
3 50 50 35 50 60 60 55 40 65 55 

4 7 10 30 7 10 25 7 - 15 12 20 

5 3 3 10 2 7 3 2 8 5 7 

6 2 2 5 I 3 2 1 2 3 3                     
В табл. 13.13 приведены десять вариантов (Х1—ХХ) результатов 250 изме- 

рений отклонений диаметров труб от номинального значения. 
Проверяемый размер деталей измерен с точностью до 1 мкм. Результаты 

измерений разбиты на пять разрядов; т; — численность 1-го разряда; #= 1,5; 
5 

у, т; = 250. Используя критерий Пирсона, проверить гнпотезу о согласии наблю- 
i=! 
дений с законом нормального распределения при уровне значимости @ = 0,05, 

В табл. 13.14 приведены пять зариантов (ХХ1—ХХУ) результатов 100 на- 
блюдений случайной величины Х. С помощью критерия Колмогорова выяснить, 
подчиняется ли случайная величина Х на уровне значимости & = 0,0] закону 
нормального распределения с параметрами р и 0. 
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Таблица 13.13 
  

т; 

  

  

                      
  

  

      
  

                

  

    
  

  

Границы 
t интервала, 

мкм XI XII ХИ ху ХУ ХУ! | ХУИ | ХУП!| XIX XX 

1 0—3 10 | 10 15 о 10 20 15 10 20 10 
2 3—6 65 | 80 75 60 50 85 80 70 80 60 
3 6—9 105; 8 | 100 | 110 | 100 | 95 100 | 100 | 90 105 
4 9—12 55 | 70 50 70 75 40 45 60 50 60 
5 12—15 15 о 10 о 25 10 10 10 10 15 

Таблица 138.14 

хх! | ххи XXIII XXIV XXV 

{[ 
x т | xs | т x; т; * т; “| т; 

] 3,0 2 60 3 | 0,1 1 10,0 3 16,0 3 
2 3,5 4 61 6 | 0,15 2 10,2 4 16,5 4 
3 4,0 9 62 10 | 0,2 9 10,4 8 17,0 5 
4 4,5 15 63 16 | 0,25 | 14 10,6 16 17,5 14 
5 5,0 18 64 20 | 0,3 19 10,8 20 18,0 21 
6 5,5 22 65 18 | 0,35 | 21 11,0 20 18,5 22 
7 6,0 15 66 12 | 0,4 16 11,2 14 19,0 17 
8 6,5 7 67 10 0,45 | 11 11,4 7 19,5 6 
9 7,0 5 68 3 0,5 4 11,6 6 20,0 5 

10 7,5 3 69 2 | 0,55 3 11,8 2 20,5 3 

и 53 64,5 0,33 10,9 18,3 

0 | 3 0,1 0,5 2           
 



ПРИЛОЖЕНИЕ 

АЛГОРИТМЫ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ АНАЛИЗА 

И РЕАЛИЗУЮЩИЕ ИХ ПРОГРАММЫ 

1. Решение системы линейных уравнений. 
Метод Гаусса (схема Халецкого). Алгоритм: 

Ах == 49. 

= 1; 6; = а, ;/@1,1 С = ae i= » 1; Y, == dy/ay 

i—l 
\ e — ; e 

Cet = Me, 0 De CR, 19, i? k=, п, 
1= 

i—l 

Oe =NEe;, ; [a;,.—- doy 4)) FS E+ ha 
= 

i—| 

= ИС, | [&%—% с, #1} +n = Ini 

Хи = У: —. у, 5,3, р [= 1, п— |, 

Обращение матриц: | 

A = [a,, 11. 
n 

Ч: = Ис, ; [1 — у Qi, eee, i ; 
= 

п 
у 

pelle, ; у, Gs, eek, |1 i>f; i=n, n—l,...,]3 
k= j-+} | 

п 
“= — » De MR, ps P<. 

kil 

Программа ХАГ$ — решение систем линейных уравнений и обращение матрнц по 
схеме Халецкого. 

Обращение: СА, ХАГЗ$ (4, О, Х, М, М). Описание параметров: А — матрица 
коэффициентов системы уравнений размерности п Хх п; В — правая часть системы — 
вектор размерности п; Х — решение системы уравнений — вектор размериостн п; 
М — константа; при М==0 решается система линейных уравнений; при М=| 
вычисляется 471 = [a ИТ. 

Требуемые функции и подпрограммы — нет. 
Входные данные: матрица А размерности п Х п, вектор Ч размерности п, п— 

порядок системы, тп =0 или т = 1. 

Выходные данные: вектор х — решение системы уравнений или массив раз- 
мерности п Х п — обратная матрица 47. В случае вырожденности матрнцы вы- 
водится соответствующее сообщение, 
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“SUBROUTINE XALSCAX, DX, XA, XX, NX, MRD 
СХЕМА ХАЛЕЦКОГО РЕШЕНИЯ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ УРЯВНЕНИЙ 
ХХ- ВЕКТОР РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ 
АХ-МСХОДНАЯ МАТРИЦЯ, ЗЯДАВЯЕМЯЯ ПО СТРОКЯМ 

DX-NPABAA ЧЯСТЬ СИСТЕМЫ УРЯВНЕНИЙ 

МХ- РАЗМЕРНОСТЬ МЯТРИЦЫ ЯХ 
МР=1- РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ И ОБРАЩЕНИЕ МЯТРИЦЫ 

МРе@- РЕШЕНИЕСИСТЕМЫ 

о
о
о
с
о
о
о
з
о
 

/ 

DIMENSION AXCNX, ND. DXCNKD, KRONE 
DIMENSION XAXCNR, NX> , 

23 FORMAT<1H1,. 26%) "МАССИВ ХХ‹1, НХ> - РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ“ //» 

24 FORMATC4< 2x, E14. 49 

29 FORMAT (AHL, 20%, “CHCTEMA ERIPORGEHA’ - 
#20K, “MACCHE AMY 742K, E11. 49 

47 FORMAT“LHL. “OEPATHAA MATPHUA AS-1>° 
“420%, “MACCHE KACNK, NK 723 

6044 1=2, НХ 

14 ЯХа, Го=ЯХ Ка, ТУЯХ (4, 1 
IF CMR. EG. G2 DN CAIE DCL ARCL, 1 
РО 12 1=2, МХ 

11=1-4. 
Ро 13 К=1, МХ 
DO 43 J=4, 14 

43 AXCK, ID=ARCK, LD-AXCK, JOKARK I, D> 

IFCABSCAKCI, 19>, LT. 16-72 GOTO 2? 
ТЕСТ. Е@. МХ> 60 ТО 209 
К1.=1+4. 

DO 15 K=Ki, NX 

R=G, 
Са 46 J=4, 14 

16 RER+AMC I, JHA ED 

45 AMOI, KS“SARCI, KO-RDVARCD, ID 
2 REG. 

IF (MR. NE. @> GO TO 12 
DO 47 J=4,14 

> RERFAMCI, TIHDKCTD 
DXCT SECRET OKRA SI, TO 
< 

=>
 

“J
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12 

14 

iN
 

f*)
 3 

MY 
©
.
 

vu
 

CONT INUE 

+ KCN ES DSEM COND 

24 15 1=4, МХА 

R=, 

NKISNK+4—-1 

DO 49 у=НМЕ, НХ, 

К=Е+ЯХ«НК-Т, жим 

MN CNM=TI=DKCNH-ID-R 

PRINT 23 

PRINT 24, (KXCIID, TI=4, N¥D 

IF (MR. EG. G> RETURN 

MACMK, NEL. CAK CNN, NICD 

DO 4 I=4. NX 

po 2 J=I, NA 

RI=0, 

RI=G, 

79=Ни-7+1 

DO 3 L=JJ,N% 

RISRI+MACNH-T4+1, Le CL, NE-ID 

> RIH=RI+AKONS J, LO#KACL, Nim T+L> 

MACMM=T4¢d, NX-J2=-RICAKONK I, ANH 

MACNM=J, NH-T+L 9 =-RS 

К=8. 

JIJ=NH-I4+4 

го 4 LeJJ, Ne 

ReR+KACNH=<1) LItAKCL, NHI) 

MACNS<T, W4=<T2=¢4, ROAM ONH-I. NET 

FRINT 47 

РЕ1НТ 24, ««ИЯХТЕ, 77), ЛЛ=1, МИ», 1Г=а, МИ 

RETLIRM 

PRINT 29, (CARCI, JID. IJ=i, N89, ТЕЛ, Г) 

RETURN 

END 

SUBROUTINE GALISCAK, XX) NK, MX 

DIMENSION AXCE49, KKCS9, BC 228) 

FORMAT( 7, 15%, 16H ARRAY KX) 402%, E44. 499 

FORMAT 26%, 14HSISTEMA OSOBRJS, “, 402%, E44, 499 

NLENX +1 

DO 8 Kei, 28 

WV 
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8 ВК: =0. 

46 

po 10 I=4, NX 

KN= DokNA~NX 

BC I+L =AKCI+4 9 °AXC4L 

BCKN=AXCKND 

DO 12 L=2, Nx 

Li=L-1 

LN=L14*N4 

LLA=LN+1 

LLZ=LN+5 

LNL=LN+L 

DO 4¢ K=L, Nk 

KN=K*eNL—-N4 | 

LNK=LN+K+1 

KNL=KN+L 

К1.=6. 

К2=6. ' 

ВО 15 J=4,L4 

KNJ=KN+J | 
LIN=J+#*N1+L—-Nt 

LNJ=LN+J 

INK=J#Ni+K~-Hx 

RLi=RL+BCKNI>*BCLIND 

RZ=R2+BCL NI eB INK) 

CONTINUE 

ECKNL=AKCKNLDW-RL 

IF CABSCBCLNL®), LT. 1. E-S> GO TO 58 

BX ULNK OSC AKC LMK O-Rao KBCLNLO 

CONTINUE 

N2=NX=4 

KN=N Nd 

MONI =ЕККН 

DO 4% L=d, N2 

LASENKA—L 

L¥L=ELK +4 

Ki=G. 

LL=KN-L+nHt 

DO 14 J=aLe¥i. NM 

LLIREKM-CL+Lo elle J 
7



ш
о
 

ы
 ры.
 

“J
 

fl
 

RA=RAL+KM 4 SOHO LL TD 

r MMC LE OSE CLLOMRAL 

PRINT 23, (MMCKEO, EK=L, MX) 

RETURN 

PRINT 25, (B¢CKKE Oo, Kk=2, МЫ 

КЕТЧЕМ 

ENE —. ` 

SUBROUTINE CETMCED, CET. OD. ЧЕ», ЕР | 

-OBMSHAYEHHAL 

BOLMATPHUA FPASMEPHOCDTH НЕзжмЫ 

СЕТ-ЗНЯЧЕНИЕ ОПРЕДЕЛНТЕЛЯ 

DINENSTION BOCNC. NBO, DOCND, MD 

FORMAT LHL, 24x. “BHYHCNERHE CONFEQENHTENA. 9 

FORMATS LHL. Zan, “HOSOOHAS MATPHUA, ил 

FORMATS LHL, 2am, “NO=", IS, ам, “DETH", ELS. & га 

FORMAT CScSs, ELL. Sod 

PRINT 15 
РЕТНТ 38, ВОС т, ТТ), 17=4, ЦВЗ, ТТ=А. НО 
РЕ=1. 
ТЕСНО,” 2. 9. GT, INTENDS. 99 BRE. 
IF CABSCEDCS, 199. G7. ESD) 60 ТО 48 
са 45 1=4, мо | 
NL =END= 
60 58 т=4, М4. 
DOKI, JSD I, T4449 
OCI, NDIEBDE I, 13 
60 7@ 1=1, МО 
bo 7G J=4, ND 
BOCI, J=O0K1, > 
RR=-RR 
Go To 75 
M=ND 

3 RD=1. 

NL=M-1 

Ma=M-2 

С@ 8Я 1=4, М2 

РО 814 1=4, Ма 

DO #12 4=4, М4 
< 
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G1 DOCT, JO=BOCL, LO4*BOCI +L, 7+1>2-Е0к 1+4, ЛУжЕОСл, 1+1» 

11=М1+1 

ВО«Т, М>=8. 

DOCM, Id =6. 

66 RD=EBDC1, 19+*kD 

RR=RR*RD 

OC 82 T=1, M1 

DG SZ J=1, M1 

82 BO“I, JO=DOCI, Jd 

М=М-1 

ТЕ ‹М-3> 84, #5, 5 

S4 DET=(BOCL, LO*EDCS, 29-BDC 2, LO*BDCL, Zo94RR 

СЕТ=-бЕТ 

PRINT in 

PRINT 2a, ND, DET 

КЕТНЕН 

END : 
  

Метод Зейделя. Алгоритм 
Ах == 4. 

6, 1=— а, Иа, п 6; =0; е, = 4/а,, ; 1] =; 
п 

с. =\ 16. ‚|; С= max . 
t С ui! ‚тах | ср] 

ый 

K = [Ig \le ll, — 1g 4 — Ig (1 —C)]. 
i—l n 

в k-+-] я 

b= Yb, eit + > 
. j=! = 

RkR+1  &Ё хе = 67 +e, 

b, р 1=2, п; 

1 

где А — требуемая точность решения. 
Программа 2ЕТР — решение системы линейных уравнений методом Зейделя. 
Обращение: САШ, ЕТ (А, В, Х, М, ЕР$). Описание параметров; A — 

матрица коэффициентов системы уравнений --— размерность -= пл Х п; В — правая 
часть системы уравнений — вектор размерности п; Х — решение системы уравне- 
ний — вектор размерности n; ЕР — требуемая точность решения системы урав- 
нений. 

Требуемые функции и подпрограммы: АГОЦ — вычисление десятичного лога- 
рифма; АМТ — выделение целой части числа. 

Входные данные: матрица А, вектор В, п — порядок системы, ЕР$ — требуе- 
мая точность решения системы. 

Выходные данные: вектор Х — значение решения системы на каждой ите- 
рации; М — требуемое количество итераций для достижения заданной точности 
ЕР$ решения. 

П. Решение нелинейных функциональных уравнений 

Отыскание изолированного действительного корня уравнения 
п 

f(x) = YY a,x"! = 0, 
р=0 
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SUBRCUTINE ZEIDCA, & М, М, БСТ 

СТМЕНЗТОН ВМ, МУ, ЕН», ХНУ, СЯ 

26 FORMAT. LHL. Lax, 

“РЕШЕННЕ СНСТЕМ ЛННЕННЫМ УРАВНЕНИЯ”, 29%, „20%, 

жгаз, "МЕТОД ЗЕЙДЕЛЯ“ > 

241 РОЮМАТ С 15, "ВЕКТОР РЕШЕНИЯ KCN, “104, 562k, ELGG, 499 

22 FORMAT $24955, "КЯЛНЧЕСТВО ИТЕРЯЦИЙ К=”, 12> 

pO 1 I=1:N 

R=1,. PASI, I) 

BCIS=BClo«r 

Cc lTo=-4, 

DO 2 J=4,N 

ACT, Joe-ACL, TO#R 

2 CCID=CCID+ABSCACI, J29 

KCIO=B¢ Ta 

L ACI, 19=0. 

Q=ABS(BC199 

C1a=C e490 

DO 3 I=2,N 

IF <Cc¢cl>. GT. C4i> CiaCcld 

IF <ABS<(BCI2>. GT. Q2 QeABSCB< 12) 

3 CONTINUE 

R=DLT/Qe¢4. -C1) 

R3S=ALOGCR> “ALOG( C12 

M=AHINTCRS) 

PRINT 20 

PRINT 22, 

DG 4 Kea, M 

БО $5 1=4,М 

R=6, 

pO & J=i,N 
G6 R=ACI, Jo#KCJO+R 

5 XC L>#R+BcC I> 

РЕ1НТ 24, << 1, 11=4., МЗ 
< 
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CONTINUE 

RETURN 

END   

МЕТОД НЬТОНЯ 

DIMENSION SGK23, KLC29, F029, DE C2, 29, FL C2, 2) 

DATA Ma Mit. ©. 4B 2G 

CALL ZEIDCC, & D, 4,. a3) 

CALL NEUTS (hia, ХЛ, Е, ОР, РЛ, =... 

STOP 

ENG 

4<,. Gat» 

  

МЕТОД ЗЕЙДЕЛЯ 

КОЛИЧЕСТЕЯ ИТЕРЯАЦИЙ К=14 

BEK TIF 

_2E241E 98 

BERT OF 

BEKTOF' 

— 2359Е 96 

ВЕКТОР 

—.2359Е 20 

FEWEHHA KCN) 

8. 456GE ea 

FEWEHHA ACH) 

а. ЛЕЧЕЕ ИЯ 

РЕШЕНЫЯ Х«Н> 

В. 1Е4ЧЕ в 
РЕШЕНИЯ ХСН) 
8. 1644Е 98 
PEWEHHA X(N) 

9. ЗЕЗЧЕ 98 
РЕШЕНИЯ ЯН? 

Я. 1644Е ИВ 
РЕШЕНИЯ Х‹н> 

п. 1644Е 99 
РЕШЕНМЯ ACN) , 

А. 1Е44Е В 

РЕШЕНИЯ ХхН> 

Я. 1544Е ВИ 

РЕШЕНИЯ X<N> 

в, 4Е4ЧЕ в 

РЕШЕНИЯ ЖОЧ> 

в. 1Е4ЧЕ we 

РЕШЕНИЯ ЖСН> 

8. 1Е44Е в 

РЕШЕНИЯ Х<М> 

9. 1644Е 98 

FEWEHMA KCN) 

B.A644E 9g 

>
 

. &З8ИЕ-Я1 

.‚ ЗЗЕЙЕ-ЙЯ1 

Ys
 

J
 
i
 А m
 4 % =
 

. 9380E-81 

. 838BE-81 

. 8388E-B1 

. S3S8BE-91 

. LE5S2E-a2 

~, LLLEE-G2 

. 1952?Е-@2 

. 1857Е-В2 

4957Е-02



№ 

SUBROUTINE SROOTCA, XN, ED 

DIMENSION ACN), R63), B¢9> 

%-SHAYEHHE HZONHPOBAHHOrO KOPHA 

FORMAT (1H41, 10%, ^ВЫЧИСЛЕНИЕ ИЗОЛИРОВЯННОГО КОРНЯ”, 

/13Х, “АЛГЕБРЯИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ“, > 

РОКМЯТ<40Х, “КОЭФФИЦИЕНТЫ УРАВНЕНИЯ-МЯАССИВ Я‹М>”, 

19х, 192%, FE, 33,7 

FORMAT“16%, “ЗНАЧЕНИЕ К@РНЯ=^, £44, 4, 

LS, “TOYHOCTEE”, FE. 4) 

$2=4. 

РЕТНТ 58 

ОТДЕЛЕНИЕ КОРНЕЙ _ 

RM=9. 

RR=6. 

RLAG, 

РЕТНТЕ5, (< 11>, 11=1, 42 

OO 1@ I=2,N 

IF <ABSCACI>>. GT. RMORM=ABSCACIDD 

ТЕ <ACI>. LT. RA2 RAEACID 

IF CABSCACI-41)>. GT. RR? RR=ACI-4), 

CONTINUE 

IF <N. EG. 2*{N/Z39 RB=—4, 

IF¢<RA. GT. @.) GO'TO 4 

R<2.=4 +RM/ACLD 

RCA =ACNICRREACND D 

GO Ta 2 

S2=-Sz 

RZ=41. 

Е3=4. | 

Ро 42 1=2,Н 

ACID aRS#RZ+AC 1D 

EC Il+Jo=FcR<¢Jo,A,M. I-19 

IF CBCLO*EC29, GT. @. > GO TO 14 

15 Ce 4+#805), GT, 2,2 GO TO 25 
< 
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44 ‘Е{3>= ЭжеА А+ 

Виа < Q=P CR KS), A, i, > 

Bt eo=F« Еезл, В, НЫ, 15 

11=1 

IF СВ ЛЬжЕкя. СТ. В. > 11=2 

BCTID=B¢s9 

ECII+59=6069 

Go TO 17 

СО 28 1=1,2 

вк 1+5 л=ЕкЕк Та, Я, Ч, 27 

IF “Ber oeeoo, LT. & > GO To 20 

№ cn 
ho
 

a 

КАМЕМННЕПЕЯННЫЙ- МЕТЯД 

PO si I=1,2 

4=RCTD 

WoRCS-I% 

В, 3ж1 >= 4ж{-3) 

BCS =B0 6-13 

CONT INUE 

МЕНЕЕ 

BX Zo=F Ce. ALN, Bo 

- Вева=Еим, В, М, 4.2 

IF “ABS (e¢s99. LT. d4E-69 GO Ta s2 

ЕК же ИЕ 2-Е) 

Ел =Е к, В, М, Я 

IF CABS EC -Ko#, 9, GT. Ed GO To Ze 

HELK+Y OD, #S2 

GO TO #5 

МЕТОД НЬЮТОНЯ 

11 =1. 

TF “echo ВАТА. СТ, ©, #11 

i 4 
[А
 

м 
м а
 

И и 

Ly
 

+ DHE CS) AEE) 

mae eley 

В Se J=t,¢ 

EC Bk TO =F ¢ roe Fe Me I-29 

IF SABSCDbee, GT, EE) GO To z4 

GU TO =P 

Ww
W 

wy
 

< 
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1}
 

Pa
 

BXS=F CK, AL AL 29 

DS=SQRTC-a, tie So MER a) 

яэи+Ьх 

ECS =F CK, Ay NM, М> 

IF CABS¢DK). GT. E> GO To 32 

37 M=KHS2 

35 PRINT 7a, %, EPS 

RETURN 

END 

FUNCTION Fea, A.M, Ld 

CIMENS ICM ACH. 

RL=1. . 

IF ¢L. EG. 14> К4=Н-14. 

IF CL. EG. 2) RLECNHK1. OFCN-Z, OD 

N2=hM-L-1 

F=R1ixACi5 

СО 4 1=4, М2. 

IFCL. EG. 49 RA=CN-I-1. 5 

IFCL. EG. 2) RA=CN-I-1. O#CN-Z. -T> 

F=F+2+RieAC I +19 

4. CONTINUE 

RETURN 

END 
  

Алгоритм: а) отделение корня на [а, 6] 

а=1-- шах (а; Лао; 
l<j<n 

b=1/{1 + max fl a, \}/l a, |]; 

F(x) = a0; F(x) =F (x) ea t= Ta | 
f’ (x) = nao; f° (x) = xf! (x) + п — ia; i=1,n9—1, 

‘Tposepka условий 

| f(a) (6) <9; fF’ (a) f(b) > 9. 
Если одно из этих условий не выполняется, то [а, 6] делим пополам и снова 

проверяем выполнение этих условий. 
6) отыскание изолированного корня на отрезке комбинированным методом, 
Если выполняется на [а, 6] условие 

Г (89 f" (6) > 9, 
ТО в качестве начального приближения для метода Ныютона выбираем тот из 
концов отрезка [а, 6], в котором 

#(с) | (<) >0, с=а или с=6. 
Пусть ¢ = = x°. 

bh as xl me x0 — f (x9)/f" (29), 
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ЯЛГЕБРЯ 
DIMENSION At4. 49, 664, 49, BCS), DK), ECS), G68, FC 4, 49, F464, 49 

ФАтя Я/З. ‚2. ,-4.,5.,14.,2.,-4. ,4.,-4., 3..2. ,2. , 3. aA 

ФАТВ С/6. ‚4..0. ,4.,0.,5.,-1. ‚2. ,1. , 4. , 5, , 0, ‚4. „2. ‚0. ‚9. # 

ОАТВ 6/4.,-45. , 85. ,-225, ‚, 274. ‚-1260. г 

CALL SR@OT<G, D. 4,. 84> 

CALL GORNCG, B,D, E, 5.. @@@4> 

STOP 

END 

по методу хорд вычисляем 

_ (@— 9) (а) 
f (a°) — f (6*) 

a 0 

Если 

|b’ —a' |< 2A, To 

x¥ = (bf ++ a’) /2, 
[Iporpamma SROOT. 

O6paujenne: CALL SROOT (A, X, N, EPS), Onucanne napametpos: A — коэф- 
фициенты уравнения — массив размерности п--1 в порядке убывания степеней 
при х; х — значение корня; № — степень полинома; ЕР$ — требуемая точность 
вычисления изолированного корня, Требуемые функции и подпрограммы: функция 
F(Z, А, М, 1) — назначение — вычисление значения функции }(х) в точке 
г или |" (г) или [’ (2): при С =0 вычисляется f(z), Е =1-—} (2), L=2—f" (2). 

Пример. Вычислить изолированный корень уравнения 

x8 — 6x2 + Ilx —6=0, 

Вычисление всех корней алгебраического уравнения методом выделения 
корней. 

Алгоритм: 
n+l . 

[(х) = У, a,x" i+, 
1—] 

р = ап/@п-1; 9 = ап 1/ап-1: 
by = ay; by = a, — pd,; 

6, = a, — pb,_, — 9b;_93 i= 3, a1; 
C7 = by; Cy = by — prey; 

C,= 6; — pe, —9e;_93 i= 3, a—]; 

Св = —РСп-1 — 96п-.; 4 = Cy — Cnln-os 

Ap = (OnCn_4 — Onsiln—2)/d; 

Aq = (Onsyn-1 — Pntn) ld; 

BYMYHCNEHHE HS@NHPOBARHODO KOPHSA 

НЯГЕЕРЯНЧЕСКЯГЯ УРНЕНЕНИЯ 

КОЭФФИЦИЕНТЫ УРАЯВНЕНИЯ-МЯССИЕ; НМ» 

1. 660 —1=. ваа &5. ИИ . -#25. Я ` 

ЗНАЧЕНИЕ КОРНЯ= В. т803Е GL 

 TOMHOCTb= в. 9000 

188



1491 <=; | Ар! < 8; 

Тр = р; Ту = 9; 

Хор, 21 —1 == — То;/2 + у 75/4 — Тр. 

Программа СОКМ. 
Обращение: САЁТ, СОКМ (А, Т, В, С, Г, ЁР$). Описание параметров: А — коэф- 
фициенты полинома — массив размерности [.--1; Т, В, С — массивы размерпости 

1; и степень полинома ](х); ЕРЗ — требуемая точность решения уравне- 

ния / (х) = 
 ребуемые функции и подпрограммы — иет. 
Входные данные: массив А; степень полинома — Ё, требуемая точность — 

EPS. 
Выходные данные: массив ТГ — коэффициенты трехчленов вида х?-[- То;х -- 

-- То;_—1. Массивы В и С — действительные и мнимые части корней соответст: 

венно. , 

SUBROUTINE GORNCAG, TG, BG. CG, LG1, EPSG? 

CIMENSION AG*S), BGS), CGCS5), TACSd 

AG“4.L64+19_ КОЗФФИЦИЕНТЫ ПОЛИНОМА 

C BGtd,LGi>. C661, LGi>_ QEACTEHT. 

wil МНИМЫЕ ЧНЯСТМ КОРНЕЙ 

rm
 

= FORMAT LHL, 2a, 

“COEFFICIENTS CF POL ING ТОВ", ия 

S55 FORMATCS(S. EAL. S99 

360 FORMAT CAML: 18% “ROOTS OF FOLINGHM AS¢LG4+15%) 45 
S65 FORMATCA5x, 

12, 5. E14, 5, +50", Et, 5, 94, 2) 

LG=LGL 

245 LGZ=LG+1 

UG=AG(LG2)“AG“LG-1? 
в6<4>=96‹1 

CELL =BG C1) 

PG=AGCLG) “AG“LG-1) 

KG=2 

KK=@ 

BG ¢29=AG(29-FGkCG¢4i)> 
CGi29=BGC29-PG4cGt 1) 

DO 345 1=1, 152 

BG IOS=AGY 1 -PG*EG¢ I-1>-GG*EG 1-29 
S45 CGCIS=BG¢ 1d -PG*eCGt I-19-GG*CG¢ 1-2) 

CG‘ LG) =-PG*CG¢LG~-4 9-AG*CGt(LG-2)? 
DGG=CG¢LG~-1 > #*CG<LG=-1 >-CG¢LG-2 9 #CG¢LG> 
DPG=(BG¢LG)*CG¢LG-19-BG¢LG++1 #CG¢LG-299/'DOG 
D&G=.¢ CG¢LG—1) #BG¢LG+19-BG LG) +#CG¢LG>>/DOG 

il
 

="
 

me
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190 

16 

R41=ABS<(DPG)-EPSG 

IF <ABS(DPG)>. LT. ABS(DAG)> R1I=ABS(OQG)-EPSG 

IF <R4. LE. & > GO TO 320 

PG@=PG+DPG 

QG=0:G+DAG 

KK=EKK +1 

IF <KK. LF, 569 GO To 346 

KG=KG+4 

СО 16 I=#4,LG2 

CG“ 1>=AG<LG2+4~19 

00 44 I=4,LG2 

AGL I2=CGCID 

GG To 305 

TG¢(LG4A-LG+2>=1, “GG 

TG(LG1-LG+1>=PG/GG 

IF KG. EG. 2e<KG“2>> GO TO 12 

TG¢LG4-LG+29=0G 

TG<LG4I-LG+1>=PG 

42 DO 330 I=4,LG 

330 AGCI>=BGCI> 

LG=LG-2 

IF ¢LG-2) 3355, 340, 505 

346 TGCLG4-1>=AG( 29 “AGS 3) 

335 TG<LGL>=AG49-AG*LG+4> 

IFCKG. EQ. 2*{KG/2Z9> GO TO 413 

TG“LG1-49=AG(39/AGC2) 

TG<LG4>=AGCLG+4> 

IF ¢LG4. GT. 2*(LG4¢2>> TG¢LG41+19=9,. 

13 PRINT 350 

PRINT 355, (TQ¢I>, led, LGL> 

LG4=LG1i/2 

DG 370 1=4,LG4 

Ri=a-TGC2I-49/¢C2. *TGC2*I >> 

RZ=RAeR1-1/TGC2«I > 

RS=SQRTCABSCR2>> 

13= 

IF ¢R2.LT. 8. > 13=0 

2@ 420 1=1,2 

В6<2ж1ж7-2>=64ж<-1 > мк) ж1 SHR 

9:29 CGL2I#J-259 50-1) ee Ie C1 — 159 eR 

<



$069 CONI 1NUE 

IF <LG1. EG. 2*LG4> 60 ТО 395 
BG(LG1)=-1/TGC(LG4) 

CG(LG1)=@. 

395 PRINT 360 

Ро 425 1=4, СА 

425 PRINT 365, 1, BGCI>, CGCID 
RETURN 

END 

Пример. Найти корни уравнения 

x° — 1554 -|- 85х3 — 225х2 -|- 274х — 120-=0 

с точностью А = 0,001. 

—- 150809Е 91 Я 5аваеЕ ая 

В. 8434 26-91 - 2апаяЕ яв 

1 я. ловавЕ 01 + ITC oe > 

2 @ 20000E 1+ FT 6 ae ? 
3 8. S4Q@Q0E 64 +3 . 4G % 

4 G4 40000F 4+ 30 & 8 > 
~ f§ -SOG0GE 44+ J ae > 

- Метод Ньютона. Программа МЕЧТ$. 
U6pamenne: CALL NEUTS(X0, X1, F, DF, Fl, NV, A, EPS). Onucanne парамет- 
pos: X0(N), X1(N)—MaccuBEt pasMepHocth № — граница области О сходимости 
решения; Р (№) — правая часть системы уравнений — вектор размерности №; Ё1 (М, 
М№) — матрица размерности М Х М — обратная матрица для матрицы ОЁ; Х1 (М) — 
вектор размерности № решения системы; А — радиус сходимости решения системы; 
EPS — требуемая точность решения. 

Требуемые подпрограммы: РХ (А, Х, М) — левая часть системы уравнений; 
РЕРХ — частные производные Of ;/ 0X ;; MAXFM (F, А, М) — подпрограмма вы- 
числения максимума функций в 2; ХА!5$ — решение системы линейных уравне- 
ний и обращение матрицы, 

Входные данные: ХО (№), Х1 (М) — векторы начального приближения в об- 
ласти 2; А — радиус сходимости решения; ЕР$ — требуемая точность решения. 

Выходные данные: Х1 (М) — вектор приближенного решения системы. 

SUBROUTINE MEUTS <i, Ki FP, OF, Fi. Wy AL LTD 

DIMENSION Sachs, MONO, PON, OF OND oy Fah ND 

CALL FRCP, He, ND 

CALL DFOSCDF, «А, ND 

CALL MAXPMCOF, Bey ND 

CALL DFIM Fa, M4) ND 

DOG 1 1=4.М 

OO 4 .=2, М 
vv 
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4 FACT. THsDR YY. TO-FALT, Td 

CALL NARFMGF A, 92, Но 

C=O. 

bo 2 I=d.h 

Bo 2 J=1. t 

CRLGIs TOSDR ET. TD 

CALL #HALSCRL, ЕР, ВР, хз. Н, 12 

fa
 

4 CA=CA+ABS OOF 8 I, JOeF CI) 

IF “Cl. GT. C@> Ce=CL 

= COMTINVUE 

FRINT 2@ 

D=E G+ 

IF «СВ. БЕ. «<@. S/DO> Go Ta 1a 

A@=(4. -SGETCL. -a. +#D4Cao) “fh 

F=ALUGO+#OL T) “ALOG CARS 

MN=AINTCALCGC RS “ALOGCS 2+4. 

PRINT 21. AG Ce Cy, BLT 

OO S Kad, . 

CALL MAILSSDE, FF, Ma. Me 

Do & T=1. tH 

MLE LISKLY La tka Та 

PRINT #23, К, С АЪУЕТЬ, Plat, Ne CDR ed, 2). Jed Ча, 1=1, На 

CALL РИСЕ, м4, М» 

CALL OFDS SOF. fale Ча 

С г 1=4, НЫ 

у чаеть=ках 

COMTINVE 

РЕТНТ 2s, Ci 

а FORMAT “LHL. ie. “PEWEHHE СНЕТЕНМЫ Н НЕЛИНЕЙНЫХ”, ̂ 

жен, "УРАЕНЕНИЙ-МЕТОД НЫЮТОНЯ“.> 

ei FORMAT (18%. “AG=", Fe, 4. SBeRH". Fe, 4s 
MH", FP 4." DSW RP, a 

же, * б=“, БЕ. 4,“ OLITH" FR. 4. o. Met Te 

22 FORMAT*LSx, “K=", 12. 28, “GERTOP 7, 4¢F@, 

Lisi, “MATPHUA ГЕ”, 4% ЗЕЯ, 4/2. 

<и 

i;
 

Гл
 

fs
 

Mi
 

fd
 

0) 
4 

ve
l 

ft
 

i? 
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23 РОКМЯТ ‹1Н1, 155, "С@=^, 613. 6> 

RETURN 

END 

SUBROUTINE FX<CA, X, ND 

DIMENSION ACND, XCND 

ACLI=SINCMCLI4FL. D-KCZD 

AC ZISKCLI AK CLIFKC DKK CZ, 
RETURN 

“END 

SUBROUTINE MAXFMCF. A, ND 

DIMENSION FCN, ND 

A=, 

DO 1 I=4,N 

AL=4, 

РО = J=1,N 

2 AL=AL+ABSKFCI, J? 
IF (AL, GT. AD ARAL 

a CONTINUE 

RETURN 

END — 

Пример. Найти решение системы уравнений с точностью А = 0,01 в области 
D = {хм —х|| < а}: 

sin(x-+l)=y; 

x? +t у? =4. 
x0 = [1,9; 2]; х[ = [0, 43; 0]; А= 0,43. 

  

  

  

ОБРАТНЯЯ МЯТРИЦЯ Я*-4> 

массив KACNX, NX> 
9, 29042 68 —9.35573Е 00 -8, 1282Е 01. -8, 3275Е 29 

РЕШЕНИЕ СИСТЕМЫ Н НЕЛИНЕЙНЫХ 
УРВВНЕНИЯ-МЕТОД НЬЮТОНЯ 

Св= 9, 5141637 

[Ш. Решение проблемы собственных значений и векторов матриц. 
Метод Леверье, Алгоритм; 

|1 АЛЕ! = 0. 
п 

0 , k+l) _ (k) (0) , 
af) =a, 3 ae) = yal ay. i 

— 

п 

5:4 =“! 1=0, п 1; А, =1. 

R 

АБ = ИУ, (—10 А.З =, п) 
i=] 

7 601458 | 193



Прогрэмма SLVRE. | 

Обращение: СЛ1.1. $1.УВЕ (А, В, С, №, 0, №, ЁР5). Описание параметров: А — 

исходная матрица размернести п Х п; В, С — матрицы (рабоч) размерности пЖ п; 
Ю, О — действителыняе и мнимые значения характеристических чисел матрицы А — 
массивы размерности п; ЕР.5 — требуемая точность вычисления характеристиче- 
ских чисел. 

Требуемые функции и подпрограммы — полирогрёмма СОВМ. 
Входные данные: А — исходная матрицл; и — размерн.сть матрицы A; EPS — 

требуемая точиость решения характеристическе го уравнения. 
Выходные данные: Ю, © — действительные и мнимые значения характеристи- 

ческих чисел. 

SUBROUTINE SLVRECALR. BR) CR. RLR, CLR, NL. EFSL? 

DIMENSION ALRCNL, NL), BRCNL, NLD, CRONL, NLD, RLS), 
ASLR¢(S>, ALRKS), ALKED 

76 FORMAT (4H1, 25Х, "БЫЧЕСЛЕНИЕ СОБСТВ. 
SHAYEHH _ МЕТОД ЛЕВЕРЬЕ”, (> 

#4 РОКМЯТ«АН1, 25%, “ИСХОДНАЯ МЯТРИЦЯ^, /> 
86 FORMAT(AH1, 28Х, ^КОЭФ. ХЯРЯКТЕР. ПОЛИНОМЯ“, /> 
121 РОВМЯТ« ТР 5Х, Е1 1. 5>> 

DO 46 1=1, М 
Я < 1+12=6. 
ЗЕ < >=. 

SLRCL=SLECA+ALRC I, TD 
DO 16 J=4,NL 
СЕСТ, Л>=8. 

16 ВЕСТ, >=АЕЕСТ, > 
PRINT 64 

PRINT 121, (CALRCII, JJ>, JJ=4,NL>, T1=4, NLD 
DO 24 L=z, NL 
DO 22 I=4, NL 
РО 34 J=4, NL 
DO 4 K=4, NL 

$1 CREI, JOSCRCI, JO+BRCO1, KOHALRCK, JD 
WZ 

22 SLRELI=SLEKLO+CRCI, 79 

CO 6 1=1, НЕ 

DO 36 J=4. HL 

BRCI, Joecee I, Jd, 
CRCI, Jong, 

CONTINUE 

PRINT 76 

PRINT 121, (SLRCID, Imd, NLS 
NLA=NL+4 

м 
м 

e
A
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Я 1 2=1. 

bo #6 I=1,NL 

О@ 41 Jeti. I 

$1 ALCIF¢29=ALC 1+ho +0 -L ke C J+. eAL I -J+1 9 #SL RCI) 

26 ALY I+L9 =BLCI+Lo“ci. #I 

oo ar I=2. NL 

17 Я С 1+1 59 < 1+1 2%5-2424%1 

PRINT Ge 

PRINT Lod. CALS IIO. IIl=1.NL19 

CALL GORNCAL, SLR, RL. GLR, NL. EPSLD 

RETURN 

END   

DIMENSION ACS, 39,683, 29,C¢€3, 30. R059, O59 

DATA ACL. 3. md md EO ZR 3. и 

CALL SLYRE“A, B,C. Ry Gu 3). B@L) 
STOP 

END 

HCKOGHAA MATEHUA 

а. заваеЕ G1 -, 16GHGE O21 я зпайиЕ ot @ завааЕ OL 

` в. гайаяЕ Bt —. лвапиЕ ot -. ЗИмиЯЕ 91 

A 16G0GE wt MW, SHADE Gt 

ЕЫЧЕСЛЕНИЕ СОЕСТЕ. ЗНАЧЕНИЙ 

GO, 6ONGHE OL @. 20H90E WL ~, L5G@0QE fe 

Npumep. Halitn c. GCTBeHHLIC 3HANCHHA мат] ницы 

514 

А=|33 72], 

в 210 

KOS%. KAFAETEP. NONKHHOMA 

Я. лияниЕ a4 —. БАНЕ ot 4 1°GGuE #2 -. =5аийЕ Я 

W-, 25942E “A, A24rse Gey’ —. XZQ@S7E wa 

4. а. 1А4ЯЗЕ @1 + < -. 24372Е 84 › 
= A 14402E G41 + с й, =АЗУ2Е WL 9 

5 — SL194E 91 + JI ¢ & @ 2 

Метод Крылова. Алгоритм: 

yO = х == [1, |, 0, eee yg 017; 

п 

y®) = У a; ye; k=I,n 

j=! 

pry) pay fe +t pny!) = —y™ 
Ant. pyrn-h + ... +- бн—1А + Pn — 0. 
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Вычисление собственных векторов: 
4 п] 

О vO Is 
j=0 

ee они» 

90,5 = 1} Т=Ь п; 9}; = 9; :-Е 9 [= |, п; 1 =1, п 1. 

Программа 51.СК. 
Обращение: САШМ. $ГСК (А, В, С. ЮО, М, Ю, 0). Описание параметров: A—ue- 
кодная матрица размерности п Х п; В, С, 'D — рабочие матрицы размерности 
пхл; Ю, Ч — массивы размерности п— действительные и мнимые части собст“ 
венных значений. 

Требуемые функции и подпрограммы: ХАГ,$, СОВМ. 
Входные данные: А — исходная матрица размерности п ЖП; п — размер- 

HOCTb A. 
Выходные данные: КЮ, @ — действительные и мнимые части собственных зна- 

чений матрицы A; О — матрица размерности пх л — собственные векторы — 
столбцы матрицы А. 

SUBROUTINE СКС, В, С, D, N, RX, CX | 
DIMENSION ACN, Nd. BON) ND) CCN, ND, DCN, ND, ARES, 
‘RXCSIOKCSD, TOSS : 
ЗЕСЕ УЯСИЕ РКОВСЕМ_Я, Н. КРЫЛОЕ_МЕТМОВ 

=ОБОЗНЯЧЕНИЯ= 

Я_ ИСХОДНАЯ МАТРИЦЯ РЯЗМЕРНОСТИ NN 
В, С_.РАБОЧИЕ МАТРИЦЫ 

2- МАТРИЦЯ СОБСТВЕННЫХ ВЕКТОРОВ 

ЯХ КОЭФФИЦИЕНТЫ ХЯРАКТЕРИСТ, УРВЕНЕНИЯ 
КХ, 9Х_ ДЕЙСТЕИТ. 
И МНИМЫЕ ЧЯСТИ СОБСТВЕННЫХ ЗНАЧЕНИЯ 

с ИСПОЛЬЗУЕМЫЕ ПОДПРОГРАММЫ : .KALS, GORN 
7 

o
n
o
 
0
9
0
0
0
 

> 

41 FORMAT C1H1, 104, 

“ВЫЧИСЛЕНИЕ СОБСТЕЕННЫХ ЗНАЧЕНИЙ И a г 

*LAX, “ БЕКТОРОЕВ-МЕТОД КРЫЛОВА", > 

42 ЕОРМАТ‹20Х, “ИСХОДНЯЯ МЯТРИЦЯ”, (> 

43 РОРМЯТ«28Х, “МАТРИЦЯ КРЫЛОВЯ В<М, М>”, “> 

44 ЕОКМЯТ<15Х, “СОБСТВЕННЫЕ ВЕКТОРЫ МАТРИЦЫ Я”) > 

45 FORMATCLSX, “KO FFICIENTY XAPAKT. 

ОРАЕНЕНИЯ?, 7С5Х, ЕЗ В, 5), 2? 

46 FORMATCS¢ 2x, Eid. 49> 

N1i=N+1 

DO 1 Le4,N 

RXCLI=G, = 

РО 1 Т=1,М 

BL, I=. 
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3 РЕ, Тл=6. 

В<1., Nd=4, 

DO 2 L=z, N 

DG 2 I=41,N 

DO 2 J=41,N 

2 BCI. NA-LO=BCI, ML-LOF+ACT, JO“BC 5, N1I-L 4495 

Dc = L=41.N 

- DCG} = J=4,.N 

RMCLISRHEXLI-ACL, TOES I, Ld 

PRINT 141 

PRINT 12 

PRINT 16, (CACII, JJ9, JJ=i.N>, II=4,.N9 

РЕТНТ 13 

FRINT 16, CCBCTI, IJ9, ТЛ=1, Нл, 11=1, М> 

CALL “ALSCE, Rx, GH, ML @) 

ARC LRA, . 

DO 4 T=1,N 

4 AXCI4+L 950x019 

FRINT 25, (AMC IIo, TISh. NL) 

CALL GORMCAX, T, RK GH. MN. LE-2) 

DO = Lei, N 

CXL, Lo=1, 

Са & ==, Н 

bo & I=1,N 

< 

LJ
 

СЛ
 

& Cel, IOSRKCII4O¢L—-1, I9+AK CLD 

Ра ¢ L=i,N 

DO ? T=4,N 

DO ¢ J=4,N 

¢ POL, LosOeT, LO+Be 1, Jo*eec J, Ld 

PRINT 14 

PRINT 16 (CDCI, JId, JIJ=4. N93, T1=4, Nd 

RETURN 

END 
  

Пример. Найти собственные значения и собственные векторы матрицы 

514 

A=]3 3 2]. 

6 2 10 
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ОТМЕНЕ. [СИ Act, 3). BCS, BD, CCR, Bd. BLE, FO, RCS), ad 

DATA ACS. .1.°4.5.,35.,2. +8. 02 

PRINT 2.A 

CALL SLORCA, BC, 0D, 3. К, М>. 

STOP 

END 

2 FORMATC 204, “MATR&x AY ASC SK, SF 4. 199 

г 

IV. Вычисление коэффициентов интерполяционных полиномов 
Интерполяционный полином Лагранжа. Алгоритм: 

п . 

[п (х) = У, ах". 
i=! 

re We — ХО; Oy, Se ds — ies 

a, =F; Yig1— ys FT A; 
r= MW — И бег (а, ны — а, цы} 

bog = 0G A2, ;-y¥ it — 42, Хр 1, а - 42, 1-1} 

орг; (40; — Aq, ps 1=2, п—|; 
<x 

Ча, р ба, i R=, 9; о, п: 

г; = 1 — Хх); 

by = hy (4, Mpc — @1, 1-10; ; 

иене (на, ны pet. te аз, ры Раны, +1 
k=3,n—1; ;=1,k+1; f=1, n—Rk—I1. 

TIporpamma PLLG., 
O6pamenve: CALL PLLG (X, Y, A, B, C, X/, YI, N). Onncanne napamerpos: X — 
узлы интерполяции, массив“ размерности п; А — коэффициенты интерполяционного 
полинома [.„(х), массив размерности п; В, С — рабочие массивы, матрицы размер- 
ности ПХ п; Х/— точка, в которой вычисляется значение Функции — f(x); YI— 
значение функции в точке ХГ; п — количество узлов интерполяции. 

Требуемые функции и подпрограммы — нет. 
Входные данные: х — узлы интерполяции; и — значения функции в узлах 

интерполяции; п — количество узлов интерполяции. 
Выходные данные: А — коэффициенты интерполяционного полинома; У/ — 

значение [„(х) в точке ХГ. 

SUBROUTINE FLLG“XG, YG. AG. BG, CG, 41, ЧТ, НВ, НЫ: 

ИНТЕРПОЛЯЦИЯННЫЙ ПОЛИНОМ ЛЯГРАНЯЯ 

_ОБОЗНЯАЧЕННЯ_ 

WG. ЗНАЧЕНИЕ ФУНКЦИМ Е УЗАЯК_НБ 

KG УЗЛЫ ИНТЕРПОЛЯЦИН_НО | 

Яб_ КОЗФФИЦИЕНТЫ ННТЕРПОЯЛЯЦИЯОННЯГО ПОЛИНОМА 

МЗ— СТЕПЕНЕ ННТЕРПОЛЯЦИСОННЯГО ЛОЛИНОМЯ_3. 

BG, CG. FABOYHE МЯССИЕЧ 

“T_ УЗЕЛ, Е КОТОРОМ ЕЫЧИЕЛЯЮТЦЯ ЗНАЧЕННЯ ПОЛННЯМА 

DIMENSION HGSNG2, TGONG2, AGCNGS, BGONG, MGs, ЗН, МЧ? 

g
a
n
g
 

Ho 
o
n
a
 

8 
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42 FORMATY LHL: Sax, 
“ИНТЕРПОЛЯЦИЯННЫЙ PTCLOMHOM NACEAHMAS. 2 

Sz FORMAT CLHL. 25. “MSN HHTEFNONIAUHH. 2 

Se FORMAT (LHL, Sah, “SHAYEHHA ФУНЕЦННЫ Е MENA, у 

£2 FORMATCLHL 15, “КОЗФФНЦИЕНТЫ ИНТЕРПОЛ, ПОЛИНОМЯ“, "> 

€3 FORMATCLHL, 295, “ЗНАЧЕНИЕ ФРНЕЦНН_ SISMICNMIGLD 2, 

CEO. YTS", E14. Se? 

73 FORMATCS(Si; EL. S25 

DO 13 I=1.NG 

DO 43 J=4. NG 

BGCI, J>=«. 

43 CGI. Jo=&, 

PRINT 5 

PRINT 7 

PRINT 5 

PRINT 73. C¥GCIID, LI=1, NG? 

Ni=NG-1 

Са 148 1=4, М4 

11=1+4. 

=KGCIL9-¥GCID 

BCL, LO=CYGCTaeXGC ILI -YGCILI#RGCIDOCR < . 

их
 

Ja
l 4 CKGCTID, Tied, NG) 

a 

42 BCLS. Td=CYGCILINKYECTOOCR 

NZ2=NG~-zZ 

ba 23 K=1,N2Z 

N3=NG-K-1 

га 28 1=1,Н$ 

12=1+К+4 - 

R=XGCIZI—-XGCID 

14=1+1. 

CGC4, DDHCEGCL, TDeNGC129-BGC4, Th 9eMGL TI IPR 

К4=К+1. 
pO 33 Л=,К4 

Ji=J+1 

SZ CGCIA, ID=CBGCT4, To eXGC12Z9-BGC Sd, TL 9% 

*XG*I9-BGC J, 194+BGC J, T199/R 

28 CONTINUE 

KZ2=K+2 

СО 38 1=4, Ка 

N4=NG-K 
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DO 38 4, м4 

BGO<I, Jo=CG¢I, Jo 

38 CG¢I, J>=3@, 

23 CONTINUE 
РО 453 1=4, НВ 

43 AGCIS=BGCI. 19 

4F=xGCNG1> 

YI=AGCNG) 

DO 78 I=4,N4 

78 YI=KXI*VI+AG (NGI > 

PRINT 48. 

PRINT 63 

PRINT 73, CAGSIT), TI¢d, NG 

PRINT 68, YI 

RETURN 

END 

Пример. Построить интерполяционный полином для функции, заданной в узлах: 
  

) 0,5 l 1,5 2 

      

. 2,5 3 

  

y =} (x) 
  

            
27 2.9 | 36 | 34 | 39 

  
3,0 3   

  

Интерполяционный полином Ньютона. Алгоритм: 

п--1 ; 

Py(xy= SY a,x!" 
i=] 

b= 1, 4 = 1; dy, = 91; 6, = 1; 
Е 

Чу, = ау, + У (ОЕ 
= 

Cg ee eg +6 i=l, ; 

а1 == Уп; Га = 1/(h (n — &)); 

ry ry (x0 +h (n— 1 —2)); 
——ee 

Ap p49 = ody _ pp —Tidp_jgas R= 1, N— 1, t= |, R; 

Программа IPNT. 

а! = dypn_p — Г1а1. 

Обращение: САП, [РМТ (А, У, ХО, Н, ХТ, УТ, М). Описание параметров: А — 
массив коэффициентов интерполяционного полинома размерности п; У — значение 
функции в узлах интерполяции, массив размерности л -{- 1; ХО — начальный узел 
интерполяции; Н — шаг интерполяции: ХТ — точка, в которой вычисляется зиа- 
чение интерполяционного полинома; УТ — значение Р;(х) в точке ХТ; п— коли- 
чество узлов интерполяции. 

Требуемые функции и подпрограммы — нет. 

200



С INTERPOLATION 

DIMENSION C7), YC?) ACZ)i BCP) 20 CLP) 2, DEX 32 
РАТЯ Хи. @,. 5,4. ,4.5,2.,2 5,3. 
DATA ч.2. 7,2; 9, 3. 6, 3. 4,3. 9,3. 5,3. и 
CALL PLLGCX, ¥ А, В, С, 4. ‚ЧТ, 7, 3 
CALL IPNTCA,Y,C,@.>. 5) 4. & YT) 2? 

  

STOP 
END 

УЗЛЫ ИНТЕРПОЛЯЦИИ 

8.6 < 5ео00Е ев @. 1000GE O41 

8. 1ASGGGE G1 G Z@GGGE O41 
6. 25008E a1 с зосадЕ aL 

ЗНАЧЕНИЯ ФУНКЦИИ В УЗЛЯк 
а. з7т000Е 91 `° в 29000Е 04 6. з6660Е 61 

в З4ВВВЕ BA & 390660Е` 61. 

в. З5ВВ@Е 91 а заевбеЕ BL 

ИНТЕРЛОЛЯЦИОННЫЙ ПОЛИНОМ ЛЯГРАНЖЯ 

КОЭФФИЦИЕНТЫ ИНТЕРПОЛ. ПОЛИНОМЯ 

в 27000Е #81 - ва46БЕ 91 в. З7ЕЗЕЕ Bz 

- SASS3E Bz а. 32555Е BF 

= S5200E BA G 1G4ESE G1 

ЗНАЧЕНИЕ ФУНКЦИИ CX ICMGL>? 

WI=6, S6OWWE #11. 

Входные данные: У — значение функции в узлах интерполяции, массив раз- 
мерности п; ХО — начальный узел интерполяции; Н — шаг интерполяции; п — ко- 
личество узлов интерполяции; ХТ — точка, в которой вычисляется значение ин- 
терполяционного полинома. 

Выходные данные: А — коэффициенты интерполяционного полинома — массив 
размерности п; УТ — значение‘ Ри (х) в точке ХТ. 

SUBROUTINE IPNTCANT. YNT, Xo. H, ANT. YNG МН> 

с ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЙ ПОЛИНОМ НЕЮТОНЯА 

С —ОБОЗНЯЧЕНИЯ- 

С УНТ_ ЗНЯЧЕНИЯ ФУНКЦИИ В УЗЛЯХ 

С XO НАЧАЛЬНЯЯ ТОЧКЯ 

С МНМТ_- ЧИСЛО УЗЛОВ 

г НМТ_ ШАГ ИНТЕРПОЛЯЦИИ 

Г CNT “SE Е КОТОРОМ ЕЫЧИСЛЯЕТСЯ ЗНЯЧЕНИЕ ФУНКЦИИ 

С YNO ЗНАЧЕНИЕ ФУНКЦИИ Е ТЕЧКЕ хНТ 

DIMENSION ANTCNNO, YNTONND, DY4G9, BOLO, Cote 

8 5-1458 | 201



19 FORMAT * LHL, 154, 

“ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЙ ПОЛИНОМ НЬЮТОНЯ“,.“> 

24 РОЕМАТ«28Х, ̂ КОЗФФИЦИЕНТЫ ПОЛИНОМЯ”, 
fu
 

J
 

v)
 

I 

© 

RCEK, ELL. 49,79 
FORMAT <1, “NNRe", E48, “XNTS", 
Fi. 4.4, “YNO=", ELS. 5) 
60 4 1=2, ММ 

Oye Tse, 
B<1>=0. 

Bi d=4, 
Ota ed, 
DYCL=YNTCL 
Bx¢ z=. 
Ni=NN-1 
DO 2 K=2, NN 

Ret. ¥, 

DO 3 I=1,K 

DYCK EDDY CK +R# BCI DKYNTCK-I 449 

CCI+L HBC 144946012 

R=-R 

Ki=K+1 - 

СО 4 1=4, Ка 

В<1>=СсТ> 

CONT INUE . 

PRINTZ4, (DY CKK), KK=4, NND 

ANT CL. =DYCNND 

fo S Kei, N41 

ЯМТ<К+1>=8. 

Rz=4. /CHECNN-K) > 

RAERZ*« XO+ ONL —-K) HD 

DO 6 I=L,K 

KL=ki-I+2 

ANTCK 22=R2*ANTCKL --LO-RASANTCK 43 

ANTCL2=DYCNN-K? = -RLAINTC A) 

CONT I NUE 

YNO=ANT CNN) 

R=XNT 

DU 18 I=4, NNT



48 YNO=YNO+R+ANT ONN-I 

PRINT 24, CANTCII>, II=4, NND 
PRINT 26.NN , ХНТ, чНа 
RETURN 
END 
  

Пример. 

x0 =0; h=0,5; 
у = [2,7; 2,9; 3,6; 3,4; 3,9; 3,5; 3]. 

- [У. Аппроксимация функций. 

КОЗФФИЦИЕНТЫ ПОЛИНОМЯ 

Я. 2ГОВЕ 04 6. BOWE BG 0, THB6E we -O. L4HHE 92. 

9. <BHHE m1 -4. B206E aL 9. 1158Е we 

КАЗФФИЦИЕНТЫ ПОЛИНОМЯ 

0. 270GE m1 “4. S447E a4 Я. STEGE Ge “4, SLSSE G2 

я. SZ56E te “4. SS20E at Я. 1949Е OL 

ММТ= г XNT= 2. 6000 — чмо=-в. ТАРОРЕ 04 
Метод наименьших квадратов. Алгоритм: 

т-Е1 

i=] 

n ti ° 

by) = 05 bin GO Oreo pap Ral mth; i=k+ 1m; 
j=l . 

п i —_ 

a= Map usta heme 

- Ba = d. 

SUBROUTINE AMNCMA, LL ZS. NL Mt EPS? - 

DIMENSION FICML, Mid, OND, ZOMG, NOMLI, GELS, OLED 

24 FORMATCLHL, 25%, “ANNPOKCHMAUHA MO MH ORY. 

22 FORMATC ZO, “YSNW HHTEPMONAUHH МХТ”, ИЗКЕК, ЕЕ. 3, из 

23 FORMATO ZOs, “YSN HHTEPMOAUHH ZCI, CEC 26, FS. EdD 

24 FORMATCES, “KOSO. АППРОКСИМИРУЮЩЕГО ПОЛИНОМЯ“, ‚^ 

46C3", EAL. 49,2 

25 FORMATCLGs, “M=", If, Ss, “НЕ”, 12, S54, “Ser, 
E11.5, Sx, “ER S=°, FS. 5, 7? 

26 FORMATCLSS, “KOZt-Th СИСТЕМЫ УРАЕНЕНИИ”, 

Эк, ELL. 49, 79 

М=МА-1 

bo 1 L=1,45 

Gel. 
V7 
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14 бо =а. 

ММ=2жмМ+1 

бб = 1=1, ММ 

Du 2 J=4,N 

R=1. 

IF «lL, EG. 4.5 Go TO 5 

DO 4 1=2, 6 

4 F=ER*UC J5 

2 GCLIFGCLo+R 

IF ¢L. LE. M1) DELO HDC LIA+ReZ0 7) 

2 CONTINUE 

DO & Led, M1 

DO & Ted, ML 

Е ЯНУ, 1л=6:4+1-1> 

CALL ХЯЬССЯ, Г, Х, МЗ, @> 

S=6. 

DO ¢ I=i,N 

Q=KCML 

DO & J=1.M™ 

8 G=OeUC Id+kKCM1-J> 

SHS+CG-ZC19 d#* CG-Z2C 195 

S=SORT CS)“ 0N<4. 2 

PRINT 24 

PRINT wa, ИСТ», Е1=4., М? 

“I
 

PRINT 23, C2¢119, ЕЕ=а., М2 

PRINT Zé. <GCII3, T1=1, MMS 

PRINT 24, ХУСТ, 11=4., М1 2 

PRINT 25. M,N, S, EPS 

RETURN 

END —— 

Программа АММО. 
Обращение: САГТ, АММО (А, (0, 2, Х, М, МИ, ЕР5$). Описание параметров: X — 
коэффициенты аппроксимирующего полинома; И — узлы интерполяции, массив раз» 
мерности п; 2 — значение функции в узлах интерполяции, массив размерности п; 
N — количество узлов интерполяции; М1 — 1 — степень аппроксимирующего поли- 
нома; ЕР$ — требуемая точность аппроксимацин; А — матрица (рабочая) размер- 
ности п Хх п. Требуемые функции и подпрограммы — подпрограмма ХАТ5$. 

Входные данные: И — массив узлов интерполяции размерности пл; Z — массив 
значений функции в узлах интерполяции размерности п; п — количество узлов ин- 
терполяции; М — степень аппроксимирующего полинсма; М] =М -- 1; ЕР5 — 
требуемая точность аппроксимации. 

Выходные данные; Х — коэффициенты аппроксимирующего полинома, массив 
размерности М1. 
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имер. Аппроксимировать квадратичиой функцией фупкцию, заданную в узлах 

интерполяции: 

  — 

U 

  
  —=me 

Z   

  

65 84       
  =   
DIMENSION #¢79, Чет 

DCs, 30, 2695, YiCdd, Yoceo, & 

“1-4. 5,2 DATA 

DATA 

DATA 

DATA 

DATA 

CALL 

CALL 

ТОР 

«7 

Yer?’ 

AMNG< D, 

". 6,5 

у, В. ‚. 

хе, тг, я, 8, 3 

э, ACS), Bk 7) 

(г. wd 

= 

- & , 

Чи ый, „ТР 

AL) 

  END 

a: 

a. 

в. 

КУ. 

З1АЗЕ BL 

f= 

(S
t 

si 

АППРОКСИМНРУЮЩЕГ О 

г 

ated 

abl 

Ro
 

wn
 

tal
 

= a #3 

КОЗФ-ТЫ СИСТЕМЫ 

MW. SEMOE GL 

АППРОЕСИМАЦИЯ ПП мнк 

ННТЕРПЕЛЯЦИН Lic Ts 

Я 

Я 

ПОЛЯЦИМ 2%1г> 

la
l 

I
 я 5 

iS
 

-.
] 

>
 ий 

ИНТЕР 

Seed 
z 

= 

ОЗЕР 

met 

“PRABHEHHE; 

8. S646E ol 

AW Sor TVE пя 

палинамя 

ЕЕ. 

Аппроксимация ортогональными полиномами. Алгоритм: 

b4,=n(b—a); by =a+d; 
9 . 

о == ба-Е 26365; b2-+1 = O73 Og; po O41) On 45 = 204001435 = 

6: = 6,1612; 02 = 20113 Org ntl; b4= 40,51); 

bo
 

’ 

Cy g = Ulm; Cg y= 443/23 Cy 3 = 3,5; C3 9 = 5; сз. 1=1 — Зибаз; Cy 2 = 1,50, 3} 

с5 з= 63; с5, 1 = 5 (Зи? (и-|-2) —7и — 10) -- 12; 65, › =35 (3 — 2и61з); 

Сы в =0; С, д == Сы, B/E и — 1-1); В=2, 5; 
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Ch =n ptile, й 1 ЕТ 

41, |= — 61/1; 1,2 == б/п; Чу, 1 = Ск, 1 - @ь, 13 Ч, 5 = Cp, 30108 
чнирчничнние 

dy p= Cy Dopp Help, зб =, 5; = 1, 4; 

2—3 2- № о 
  

п 

a,= 1/81 У у; 
i=—n 

a, = 1/g,[ у > Y; dp, я] » R= 2,5; 
i=—N j= 

m —_——— 

A,=¥ 9:41 4; в; k=1,m+1; A, =A,+ay 

>
.
 

—
 

Программа АРОКР. 
Обращение: СА, АРОВР (У, М, А, М; А1, В1, ХО, Н, ЕР5$). Описание пара- 
метров: У — значения функции в узлах интерполяции — массив размерности 2п-| 1; 
ХО — центральный узел интерполяции; Н — шаг интерполяции; М — степень аппрок- 
симирующего полинома; (а1, 61) — отрезок, на котором задана функция f (x); A — 
коэффициенты аппроксимирующего полинома, массив размерности т -- 1; ЕР® — 
требуемая точность аппроксимации. 

Требуемые функции и подпрограммы — нет. 
Входные данные: У — массив значений функций в узлах интерполяции раз- 

мерности 2п -|- 1; 2п-- |1 — количество узлов интерполяции; т — степень аппрок- 
симирующего полинома; ХО — центральный узел интерполяции; й — шаг интерпо- 
ляции; (21, 61) — отрезок, на котором задана аппроксимируемая функция; ЕР — 
требуемая точность аппроксимации. 

Выходные данные: А — массив коэффициентов аппроксимирующего полинома 
размерности т -Н 1. 

Пример, Аппроксимировать функцию, заданную на [—2; -|-2] в узлах с ша- 
rom й =0,5 значениями у == [0; 1,8; 2,1; 1,7; —0,05; —1,85; —2,2] полиномом 

Оз (х) = @ -- ах -|- ах? -- 23%. 

SUERGUTINE APORP CS, NN, Я, М, ЯТ, ВТ, Хб, Н, БЕТ 
“ DIMENSICN YeNN>, COS, 6), DCE, 6, BC1Zd, 

GCE), ALCS), AED | 
3й РОРМЯТ< А.Н, 15х, “ТОЧЕЧНАЯ АППРОКСИМАЦИЯ ФУНКЦИЙ” 

ж7ЕСХТ>”, ‚’15Х, "НК ОТРЕЗКЕ SAL BS ОРТОГ. 
палиномями“, и 

34 FORMATCASS, ^КОЗФ-ТЫ AC]? FOLINOMA Ges. 7 
5K, 12, GOSH, EAL. 49,09 

34 FORMATCAO%, “ARRAY GOS) HOPME NOAHHCMCE FEC -, 
PECEX, ELL. 49,79 | 

VW 

206



35 FORMATCL5Sx, 

м 

‘COEFFICIENTS OF POLINGM PKCXD-ARRAY 1”, 

*5CSM, ELL. 49.42 

DO = TL, 6 

AAC =6, 

bo = J=4,6 

D<I, J>=8. 

CCI, J>=6, 

N=(NN-1)72 

А > 

B¢41>=1. 

B22 (ET+AT)“CAT-BT > *N 

B3=2. +N“ CBT-AT? 

DO 2 J=4,5 

CC J+4, J+a522, +J~4, 

BC J+4.=6¢3>7¢(NN-J> 

С<3, 1>2=-В1 

С{4, 2>=-5. жВ4. +1. 

CCS, 1925, HELO N41, DRCNEZ, 9 

С<5, 3>=-38. жВ1+25, | 

С‹5, 5)=35. 
С<6, 6>=126. 

СЕ, 22=1й. HMM KE MACS, *Н-1. 3-10. *+24. 

Сб, 4>=219. -146. жВа 

DO 4 1=4, 6 

Па 1 J=1, 4 

CCI, JHC, JeBCID 

O¢4/4>=4. 

O62, 4>=В2жс(2, 2> 

2‹2, 2>=С<2, 2>жвЗ 

6<4>=В2жВ2 

G(2)=B2+B3 

GC3>=62*E3 

DO 4 L=1.4 

60 5 1=4,2. 

Ctl+z, l¢Lo=CCL+Z, L+z>*GCI +1) 

CCL42, LIECKL+Z, LIFCCL 42, L429 *GC4? 
ра 6 Lei, 2 

CtLe4, A2SCKLed, LIFCKL 44, L4Z eG 049 
WZ 

iO
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[В
А 

Сер +4, 2 =6014+4, +22ж0025+С 4+4, (+37ж6%12 

1+4, 52506044, (+22 

4GCEI+OCLed, LEZ #eGCZ4+C (Lea, Leg reer 

CtbL+4, 4o=CelLed, LeS94+G0394+C4L4+4, Led anata 

Ct(L+4, SraeCvL+4, LedoaeGess 

Di geLez, LI=BS4eCoeeL+z, Ld 

DO 37 Let, 2 

DG 37 T=2,5 

O¢2eL+2, LO=Cl lel +2, I-L eB S+b24C¢ 2#eL+z2, Td 

O¢SeLeds LO=ChZeL +h, 1*BS 

GcLo=zZ, *N 

OO г 1=2.ь 

ВоТ>=«2. ж1- Васе. HTL. Oe GCI LC 2. #N+ DO 'HM 

PRINT 34, (GCITI>, IT=1, &) 

СО & 1=4, ММ 

Я4.<4>=94 <12+9 СТ) 

#1. 1 3=А 1.12.0552 

СО Я 1=2, в 

Do ta I=1, NN 

S=P¢L, 1) 

bo ii Jaz. Lb 

Е=1. 

DO 12 JJ=2, J 

RoReECMOEC I-41 MoH) 

S=SS¢DCL, T>*r 

ALC LOSAL CLO +54e'7 CT) 

ALSLOSALCLOYGEL) 

РЕТНТ 35, CALSIID, Tl=4, 53 

М1.=М+1 

DO AX Led, Wi 

Я 2=8. 

DO 414 I=L, ML 

ACLOSACLO+AL LatDed, Lo 

; COMTI MIE 

Я 1 2=Я1 ‹4.2+Я 51 

PRINT 54, М, CACTI, TIS. ML) 

RETURN 

END 
 



АППРОКСИМАЦНИЯ ОРТОГОНАЛЬНЫмЫ ACINHHOMAMH 

DIMENSION Yesa, Aca 

DATA WO od. Be. dd. 7, OS. 4. 85, -2 2,-1. 7, 25, 
CALL APORP CY. GAL, -2,2.8..5, 933 =“ 5 

  

Жи = 

END 

HRRAY Goes HOPME ACWMHOPIIE FR oot 

Я. замяЕ 941. MW SESE Gt 4 ZAVYSE ot 

M SHE OL MW S2S5E BL A 2G53E Gt 

м
 м >
 к п
х
 

& т м
 = 1 mm
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>
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\У. Численное интегрирование функций. 
Квадратурная формула Гаусса. Алгоритм’ 

. г == [2х — (6 -- а)] (6 — а): 
(п-- 1) Риз: (х) — (21 -- 1) хЁа (х) + nbn) (x) = 9. 

Ил 
d, = 111; Pip 4] ’ 

Pa=d, 

т 

` i= 

IIporpamma QFGS. 
Обращение: САГГ, ОРО$ (У, Р, 40, В0, М). Описание параметров: У — значение 
интеграла; (0, ВО) — интервал интегрирования; М — порядок квадратурной фор- 
мулы; Р — рабочая матрица размерности М х М. Требуемые функции и подпро- 
граммы — } (х). и XALS. 

Входные данные: (40, 60) — интервал интегрирования; т — порядок квадра- 
турной формулы. 

Выходные данные: У — значение интеграла } (х) на [а, 6]. 

SUBROUTINE GFGSCYNTG, PF. AG. BC, Mo 

DIMENSION Pct, [4 

DIMENSION 6¢6,69,AC99, C699, OCS, WG. 20S) 

ОБОЗНЯЧЕНИЯ 

У“НТб=ТНТХЕСХА, Аб, BOS=SUMCACTO*F C201 Oa, 1=4., М> 

CAC, 80Я-ОТРЕЗОК ИНТЕГРИРОВЯНИЯ 

М-ПЯРЯДОК. КЕРДЕЯТУЕНОЯ ФОРМУЛЫ 

2<1>-КОРНИ ПОЛМНОМЯ ЛЕННАНДРЯ ЬМХ2> 

Х<12-МУЗЛЫ ИНТЕГРИРОВЯНИЯ 

45 РОБМЯТ <1Н2, гах, “KEAQPATMPHAA ФОРМУЛА ГАУССЯ”, “> 

Zs FORMATC 26%. “УЗЛЫ ИНТЕГРИРОВЯНИЯ «CTO, “eCSk, ELL. 49, 9 

- 

o
a
n
n
n
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24 FORMAT* Zax, “ЗНАЧЕНИЕ ИНТЕГРАЛН YNTG=", Fibs. &) 

22 РОЕМЯТКейх, “KOSe. PGQMHOMA’, “Lax, Te. 6C35K, FS. 49, 79 

2 

la
} 

NI
 

ML=M+4 
РЯТЯ Е./4.,6., в. , 8. , 6. ,6., 6. ,4. , в. , в.а. , 6. , 6. ,6., 

14.,6.,.808.,6.,6 @.,в:,в.,в., в... в. / 

26.,0.,4.,6.,40,,6.,6.,80.,6.,8 27 

PRINT 45 

Dba 2 J=2,M 

Be J+, Lo=¢4. JOC Ie eC J-t, 1) 

DO 2 l=i,J ° 

BC Jth, 1thL9=€C2. # JL. eB OT, TO-C IAA, O*EC Ja, 14199 eI 

PRINT 22, M, (Sct, 11>, 11=4, М1 > 

Ма=мМиг 

М21.=М2+14 

СЦ $ 11=%4, М3 

T=11-1 

ACI+LoO=BCML, ML-2* IO CB CML, ML) 

Z20LI=-ACZ) 

IF.«M. LE. s5 GO To gs 

IF <M. GT. > GO Ta 7 

R=SORTCACZ HAC 29-4. *#AC RD 

Z2CLOECACZI+RD 2. 

ZC Z9=CR-ACZ) иг. 

CALL ВОЕМСЯ, Х, 2, С, М2,. 66604 > 

R1=(B0+A0)*, & 

Da 4 I=4, Mz 

XC ID=R1-¢CBO-AG)*, SeSQRTCZC195 

“CM1-T>=R1+¢(60-AG)*, SkSORTCZ€15) 

1Р <М. МЕ. 2жМ2> Х<2жм2>=К4 
<7 

4 CONTINUE 
PRINT 23, (X¢CII)D. [1=4, М> 

DO S Isi,M4 

Pct, I>=4. 

D¢cId=1. “J 

DO S У=2, М 

5 POI) D=PCJa4, Dek CD 
CALL XALS<P. D, C, MH, 6) 
YNTG=@. 

РО 6 I=1, М



6 YNTGEYNTG+CCID#FCRE IDS 

YNTG=(BO-AG?*, SkYNTG 

PRINT 24, YNTG 

RETURN 

‘END 

FUNCTION ЕСХ> 

` Е=ЕХР‹-Х2жС05<Х) 

RETURN 

END 
  

Пример. Вычислить интеграл 
4 

[= { e-* cos x dx. 

0 

$}
 КВАДРАТНЯЯ ФОРМУЛЯ ГАУССЯ 

ОТМЕМЕТОМ РСЗ, 3) 
CALL GFGSSYNT, FL, @ 4.,2) 

STOF 

END 

KEAQFATYPHAA ФОРМУЛА ГЯУССЯ 
коэф. палиномя 

Е я. @ —1. ЗА я, в 

УЗЛЫ ИНТЕГРНРОВАНЫЯ МЕТЬ 
@, 45056 on MW, SORE at, O. S545 AA 

МАССЕ #%%1, НН» - РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ 
м, ЯЭРазЕ яя 5. ЗРРЗЕ-Я1 й, ЧАБВЕ-Й: 

ЗНАЧЕНИЕ ИНТЕГРЯЛЯ УНТо= 1. 197955 

‘ ’ fe it
 

re
 

we
t 

nh 

VI. Численное решение задачи Коши для обыкновенных дифференциальных урав: 
нений - 

SUBROUTINE PCEISCYO, KO. KL, MY. H, DELT> 

DIMENSION YOCM), YOM), Y1¢616), ¥2016), 2Р‹16>, Р1 са 6> 

DECIIION OF SUSTEM OF FGUATIIONS BY EILER 

YO-INITAL CONDISION 

M-ORDER OF D SYSTEM 

Y-ARRAY CIF DESITION 
H-INITAL STEF 

DEL. T-ACCURACY 

4q FORMAT“ ZOx, “DESITION OF SYSTEM OF DIF. EQUATIONS’, 7 

125%, “BY EILER COUSHI METHOD”, “> 
< 

O
r
a
n
a
o
n
a
n
a
 Qn 
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15 

A,
 

ЕОЕМЯТ«5Х, ^Н“, ВМ, “Н”, РХ, "Ж“, 1Х, “PEWEHME-MACCHB 5”, /> 

FORMAT C7X, IZ, 3X. FS. 4, EX, FS 4, BK, 402M, EAD. 4, 2K9, 79 

N=@ 

FRINT 42 

PRINT 41 

bo 4 I=1,M 

YA CID=YOCT? 

CALL ITECH<Y4, ч', М, ХО, М, Н, ВЕСТ» 

х=Х0+НжМ 

РКТМТ 42, М, Н, Х, CYCIID, 1Т1=А, М> 

Ро 2 1=4,м 

YACTD=¥CID 

IF (XLT. XL> Go To 5 

RETURN 

END : | . 
СОВКОЧТТНЕ КРЕК2, М, Х@, М, ©, Н> 

DIMENSION Z¢M>. b¢1@> 

DCL =2, eC MO+HEND-ZC43 

DO 4 1=1,М 

De lo=HeDe 

RETURN 

END 

  

  

SUBROUTINE ECHL, 2, MO, MH, DELTD 
DIMENSION YLOMS, VEEN. YECLED, Dag, Daca 
CALEULASION 6 FORMULAS YL0a2=40+HeDy coo - DX 
VEC ISVLFH/ She DCA DED YE TA19 DMS 
J=@ 

CALL КРЕСУ1, М, ХО, Ne Dy HD 
Ро 2 1=4, м 

Y2CTI=EVYACID4D01) 
N=N+4. 

CALL RPECY2, M. XC. Ny Dt. HD ) 
D0 3 I=4.M 
PECTISVACI I+ CDC 1940461992, 
1=7+1 
$1=8. 
2@ 4 1=1.М 
SA=SL+ CY SCT -W2C TD eC 12-92122 
$



4 Y2CTIZYSCI)D 

SI=SQRTCS4L) 

IF (SLLT. CELT> Ga Ta on 

IF ХЛ, ЕТ. <> GO Te +5 

J=@, 

N=N-41 

H=H/'2, 

GO TO 3 

2@ RETURN 

  END... —- ~ 

Метод Эйлера с итерациями. Алгоритм; 

ау 
ЕР, у); 9 (%0) = Yo. 

0 
yh = 9; + Af (x;, Y;)3 

ИННА аь 9) Нее ИДО, = $ =: п. 
1 < А; 

Программа РСЕ!$. 
Обращение: САР, РСЕ$ (У0, ХО, ЛГ, М, У, Н, ЕР$). Описание параметров: 
У( — вектор начальных значений в точке хо — размерности т; (ХО, ХГ) — отре- 
зок интегрирования; М — порядок системы дифференциальных уравнений; У — 
вектор решения системы уравнений в точке х;; Н — начальный шаг интегрирова- 

ния; ЕР5 — требуемая точность решения. 
Требуемые функции и подпрограммы — подпрограмма КРЕ — назначение: вы- 

числение правой части системы уравнений в точке х; Р — вектор правой части 
размерности т. 

Подпрограмма ТЕСН — назначение ; вычисление р в точке х;, |;  =0, 4. 
Входные данные: У0 — вектор начальных данных в точке ху; ХЁ — конеч. 

ная точка интегрирования; М — порядок системы дифференциальных уравнений; 
Н — начальный шаг интегрирования; ЕР$ — требуемая точность решения задачи 
Коши. 

Выходные данные; У — вектор решения задачи Коши в точках х,, #=1, М; 

Пример. Найдем решение задачи Коши 

на отрезке [1; 2]. . 

МЕТОД ЗИЛЕРЯ_КОШИ 
DIMENSION ‘Peds, YOCLS 
ОАТВ 0.74, 

САСЕ РСЕ15 40, 4.2. ,1,ч,.2,, 0055 
STOP 

END 
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М 

РЕЗТТТЕМН ОР SYSTEM OF DIF. EGUATIONS 

BY EILER COUSHI METHOL 

H х РЕШЕНИЕ-МАССИВ У 
4 а. 2668 1. 2068 в. 1246Е @4 
2 а 2вая 4. 4000 2: 1469Е ©1 
3 а. 2026 1. свее ©. 1747Е 641 
4 а. 2ва9 4. ввае @. 2648Е #1 
5 а геев 2. евев @. 2366Е @4 
Е а. ‘зов 2, 2000 G. 27EGE a4 

Метод Рунге — Кутта. Алгоритм: 

214 

бл = 01 =0; Po = фз = 02 = оз == 1/2; 4 =04 =[; 

вр = Af (x-+ hoy, yr Rao); t= 1,45 Ш=1; 

Fiat = 9,7 (Ry +: 2k, + 2kg + ky)/6. f=0, N. 

SUBROUTINE KUTAMCN, &, ¥, FIC, SNS? H, ST, SOLD 

DIMENSION “ХМ, 90105, 94 (402, ¥261G9. DYCK), DYIS16) 

1, DYZ¢18), SOLC ND 

№
 

) 

16 

N 

LOGICAL ST. DB 

IF ¢.NOT.ST> GO TO 4 

DO 2 I=4.N 

YOCI>=¥CI9 

H=SNS 

NSR=4 . 

ST=. FALSE. 

GO To 3 

H=SNS/FLOAT CNSR? 

= NSD=G 

CALL DYDKCx, 40, DYG, ND 
60 4 1=2,Н 
9461>=ч0<Т>+НИВ. +005 12 
CALL DYDK<X+H/3, » 94, 94, М> 
60 6 1=2,м | 
YVACIISYOCID FHS, KCDYOCID 43. #DYL 01D 

CALL DYDKXX+H/2. > Yb. DVS, ND 

DO 7 I=4,N 

91. <12=%0<12+Н/2. #CDYOCT 2 4+DY20 19 #4. -3. #OYAC199 

CALL DYDKCX+H, Y4, DY4, ND 

20 @ 1=4, м 

92(1>=70<12+Ниб. HC DYOC T3942. #DYZC 19 4+DY16193 

DBs. TRUE. 

DO 9 I=1,N 
< .



ER=ABS(. 2eC41¢19-Y201999 
IF (ER. LE. AC> GO TO 44 
H=H/2. 
NSR=2*NSR 
NSD=24NSD 
со то ле 

41 IF CER*64. @. GT. AC? DB=. FALSE, 
9 CONTINUE 

Х=Х+Н 
DO 12 I=4,N 

42 YOC1=¥2¢1> 
NSD=NSD+41 

IF <NSD. GE.NSR>? GO TO 413 
T=FLOATCNSD> 2. 
NDS=T | 

1Е <. МОТ. ¢DB. AND. NSD. EG. NDS*2. AND. NSR. GT. 1>> GC To 210 
Не?. +Н 
NSD=NDS _ 
NSR=NSR/2 
GO TO 16 

43 DO 14 I=1,N 
14 SOLZIP=¥OCTD 

RETURN 
END   

Программа КОТАМ. 
Обращение: САТТ, КОТАМ (N, X, Y, AC, SNS, H, 5Т, $0Е). Описание 

параметров: У — вектор начальных значений размерности №; (Х, ХЕ.) — проме- 
жуток интегрирования; $М№М5$ — начальный шаг интегрирования; Я — шаг интегри- 
рования; 5О[. — вектор решения на {-м шаге размерностн №; М — порядок системы 
днфференциальных уравнений; АС — требуемая точность решения задачи Коши. 

Требуемые функции и подпрограммы — подпрограмма РУШХ — назначение: 
вычисление правой части системы дифференциальных уравнений в точке х;. 

Входные данные: (Х, ХЕ) — промежуток интегрирования; У — вектор началь- 
ных значений; 5М№5 — начальный шаг интегрирования; № — порядок системы 
дифференциальных уравнений; АС — требуемая точность. 

Выходные данные: 5О[ — вектор решения на {-м шаге; Н — шаг интегриро- 
вания. 

Пример. Найдем решение задачн Коши 

f 
Od os 244; y(I)=1; 

С MAIN PROGR KUT-MNERSON 

DIMENSION Ye40, SOLC4L2 

LOGICAL ST 

DATA XL. SNS, ACL Ned 2. 2. 685, 47



СЯТЯ Физ. 

<Т=. ТКЫЕ. 

$ CALL EUTAMNCNM, & 9. AC, SNS, HST, SCL 

M= StH 

FRINT 2. <SOLCIIS, Тау Ч 

IF «x, LY. “Lo GO To = 

7 

& FORMATCAHL “VALUES CF YY, 1GF46. 5 

ОЕ 

END 

SUBROUTINE OY'DX<x. YD DY, Nd 

DIMENSION %%182, DY tLe 

OO 1 I=1,N 

1 DPC Td =-2. eee YTD 

FE TURN 

ENC 

  

  

SUBROUTINE DFDXCF, «Nd 

DIMENSIOM Fon. ND. ALND 

FOL, LO=COSCKCLO+4. > 

Р 1, 2>2=-4. 

Р<2, 4>=2. +1. 

FC2s 2922. +жК‹2> 

  

RETURN 

END 

VALUES OF 4 @. &824e 

VALUES ОР \ Я 72515 

VALUES OF 6. 58955 

VALUES OF Y @. 46723 

VALUES OF @. 55992 

Метод Крылова — Адамса. Аягоритм: 

И = 0 + 5/12; 9 = (жь 90); 
yf?) = yy + 5/12qy + 2/39); 

yf) = y) + 2/39?) — 1/129; 
yf) = Wf? + 2/3q{?) — 1/12q9-+ 5/1292); 

уз = YS) = y) 4 2 8q°) — 1/1299 + 5/1249); 

ee 

уз + 511290 + 2/34 — 111291;



РУз — И. — 1/2 (93 + 92) | < 8: 

Yrer = YR 1/24 (559% — 5991 + 374-› — 94 2); 
| АЗ _з | < 24е. 

Программа ККАРМ. 
Обращение: СА. ККАОМ (0, ХО, ХК, У, НПО, 0, М, ЕР$). Описание 

параметров: УО — вектор начальных условий размерности №; (ХО, ХК) — проме- 
жуток интегрирования; НО — начальный шаг интегрировавия; У — вектор реше- 
ния задачи Коши на {-м шаге размерности №; О — матрица размерности 4 Х М; 
ЕР$ — требуемая точность решения. 

Требуемые фупвкции н подпрограммы: подпрограмма РЕКЕ. Назначение — 

вычисление правой части системы дифференциальных уравнений; подпрограмма 
АСК$. Назначение — вычисление погрешности решення на {-м шаге. 

Входные данные: У0 — вектор начальвых значений в точке ху; (ХО, ХК) — 
промежуток интегрирования; МО — начальный шаг интегрирования; ЕР — тре- 
буемая точность решения задачи. 

Выходные данные: У — вектор решения задачи на 4-м шаге. 

a
a
a
n
 

SUBROUTINE KRADMCY'OK, XOK. XKK, HK, YK, Q. NK, EPSK> 

—ОБОЗНЯЧЕНИЯ- 

МОК, ХКК-> ИНТЕРВЯЯ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

УСС ХОК»-НЯЧАЛЬНЫЕ УСЛОВИЯ 

ЦК, %К, УК-ВЕКТОРЫ РЕШЕНИЯ, с'-МЯТРИЦЯ ПРОИЗВОДНЫХ 

DIMENSION WOK CNKD. YEE 4. NKO, GIC4d, НК», ЯКХ4, 4) 

4, UK C4), VKC 40, DK G4) 

24@ FORMATCASX, “KY, 25x, SY CKO, SLOM, вск, FAL Sd 

‘225 РОРМЯТ«25Х, “TEKYWEE PEWEHHE”. > 

СЯТЯ ЯК./8. , 22.,-8.,2,,-1. ‚45. ,43.,-4.,1.,- 

-5..19., а. ,-я. ‚ Зт. , 
359, ,55. 7 

5 хт=хок 

Do 1G T=1,NK 

VEL, DSYOKeI 

WECT=YOKCID 

bO 14 J=2,4 

QCJ, 1958, 

44 YKES, I=@. 

44 OC 26 М=2, 4 

МА =М 

Т. <М. ЕЯ. 4> М4=3 

са 2@ К=1, М4 

кК1=К-4 

CALL РЕКЕ‹ОК, ХТ; Ук, МК, К4., НК› 

СО 22 1=1, МК 

7 

21;



218 

ск, То=бЖ < Г>жНК 

би 23 1=+1, МК 

R=. | 

DO 24 J=1,4 

R=ER+AK CK, Jo*GiC J, Id 

эК<к+1, 1>=%К СК, 1>+Ки24. 

3 VK TOS¥K CK +1, I) 

TF CK. EG. 4. 0R. 4. LT. 49 GO TO 28 

115 

12а 

41 

lal
 

hh
 

la)
 

ta!
 

je
 

Lat
 

on
 

CALL ACRSCYK, GL DS, NK, KD 

IF (DS ЕЕ. ЕРЗК> 60 Та 28 

Нк=НКи2. | 
GO To 414 

‘ CONTINUE 

Фе 12а 1=4, мк 

Ui Io =¥kiC4, Id 

PRINT 226 , 

0G 12 I=1.4 

№1=ХТ+(1-1. >*НК 

PRINT 2416, X4,HK, (YKCI, JJ>, JJ=4, NK? 
K=3 

CALL DERF<DK. XT) VK. NK, Ko HK 

DO 32 1=1, МК 

Dd 34 J=1. 3 

OXI, L9=GCI+4, 1 

G4, IdD=DKC THK. 

URC TO S¥KCID 

DO 34 1=1, МК 

R=6. 

DO 33 Je1,4 

RER+AK Cg, Je IS, 1D 

VKCIDSUKCID+R 24, — 

RZ=G, 

OO 35 I=4, Nk 

R=Gid, IDC, L945. CGC 2, 1-6, 19d 

к2=Е2+Кж® - 

IF (SGRT<RZ). LE. EPSK> 60 ТО 38 

HK=HK/Z. 

GO TO 44 
<



38 Х1=КТ+К»НК 

К=К+4. 

PRINT 216, #41, HK, ИКСТЕ», 11=1., МК» 

ТЕ (41. LE. KKK GO TO 44 

RETLIRM 

END: 

SUBROUTINE ACRS¢'Y, 2, OTS, NK, I? 

DIMENSION 954, НК, 254, НК> 

DY=4, 

OG=@, 

PQ 4 J=4. NK. 

CV=D Vt Cl +d, JOOP CI +4, JOY CI, Taye, I 

1 DG=DG+2S¢6T 41, To esc ea, JO4+Z201, Joe 7207, J9 

DTS=SORT CABS (DY-DOWS. 297'NK ° 

RETURM . 

ЕМС ` 

  

  

Пример. Найтн решение задачи Коши на промежутке [0; 1]; г = 0,04. 
а 
Sak = C08 Eb yy — yg + Yas   

du. . 

APR me Et yg из — 9; 

d AAS = xt ys t+ Ya— Yat 943 

  i 
tart yet ye 

yi (0) =0; i=TI, 4. 

УП. Численное решение краевых задач для обыкновенных дифференциальных 
уравнений. 

Метод ортогональной прогонки. 

y” + p(x) y’ -9() у=[(х); 
oy (a) + ayy'(a) = A; | 

Boy (b) + Biy’(b) = B. 

sin py = 09; COS Yi = O13 

С КРЫЛОВ_ЯДАМС _ 

DIMENSION ч0<4>; 954, 4>, C4, 49, ACAD 

204 1=4,4 

4. ч0‹1>=е 
САЬь КЕЯБМСУО, @, › 4, ›. , Ч, @, 4, , 12 

STOP 
ENLY . 
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SUBROUTINE DERF CDK, &. 2. N, KD, HDD 

DIMENSION ОКхН>, 2<Н> 

ХХ=х+КРжНО 

DKC LD HCOS (KK 4264 9-20 2942 64) 

DKK 29 =EXMP(-KK 9426294203 )-Z20 4) 

DK 39 =KK+264.942029-203 94204) 

OKC 49 =KR426 29427049 

  

RETURN 

END . —. 

ТЕКУЩЕЕ РЕШЕННЕ 

и т 

а. а а. 1ееее 4.6 а. в 

х ° YOM) 

G.16006 @. 16008 в. 8550 8. 9442 

х УХ? 

ха 

х “СХ 

@. В7Бе @, 91258 @ 77242 ©. 8Е?Р15 
х yey 

в. паев в. 91250 o. 82505 В, 944 
>. Уха 

Я. ВЕ25В. В. Bieta Я. 87844 41. 91591 

~
-
 

им
 

@. ВЕРЗ@ 9.01256 В. 97578 1. 15988 

Хх ФАК 

@. левая @. 91258 . 1.925335 1. #5 

x “хо 

@. 112560 @.@1256 1.67621 1. 51149 

x YOR) 

а. 12508 @. й1250° 1. Л2ВЧЬь 4. 49 

A 20006 6.19066 в. 16485 8 195 

в. 

=,
 

by
t 

. 

‘a
 

tnt
 

iS
 

Ul
 

ay)
 

@. 

5!
 

Ух
 

—_
 

в 
й
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=i
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w
e
 

г
.
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. 

>
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tal
 

if
 

it
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.16250 @ 91-250 4.29492 1.64234 1.26711 1.123545 

. 7598 @. 61250 1.355447 1. 7327г 1. 58550 1. 22135 

„18759 @. 641256 1.414564 1. 82437 1.46550 1. 32595 

Ук: 

. 2909 @. 912509 1.47934 1. элета 1.59871 1. 43757 

ких; 

. 232519 @. 9125 1. 5456г 2. @4т51 1. 71594 +. 55654 

, VaR) 

22506 9. 91259 1.61515 2. 41тта 1. &4525 1. ваз2н 

fy
 

cf
 

mI
 

q & Я
 

о к о сл
 

& ы
 

—
]
 

T
 

ta
l 

м
 

к
 + 

ta
l fe)
 

“J
 

i i ip т
 Г
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uy
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Ш
 т fp St
 

ы 

. 26250 @. 01250 4.84259 2. 4дЕчЕ 2 SETHE 2. 11296 

Wye 

2759 в. 1250 4.92592 2.54858 2. Stee 2, 27398 

WMD 

it
 1
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e
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С f
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Г
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po
 

21250 в. аля 2.276220 2. 50EEN 2. &7618 2. 81648 

Wek 

la
t x)
 

СЛ
 

o m0
 

ee
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ы
 

cf
 

Г
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fa
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ы
 я
 

fe
 

fe
 

СП
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ta
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N 

35000 8, 01255 2.52968 1.28648 Fo daze 3, 45728 

WMD 
3625 G. G4259 2.654565 3 чийаа 3. Б4Зей 1. 69496 

че 
37500 @, 81250 2.75983 3.95731 3.96617 3 94555 
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8, чаяаа 

4, 41258 

4, 4250 

4, 42750 

9. 45300 

9. 56258 

@. 5г598 

6. Serse 

в, вовов 
х 

8. 61250 
х 

в. 62580 
х 

_ в. 637589 

Koy 
222. 

я, B1LE58 

я. 61258 

а, 41256 

в. в125а 

9, 91258 

9. 61256 

а, 01258 

9. 94258 

@. 91258 

a. 91254 

9. 01258 

6. 61256 

9. 61250 7. 6574 

8. G1256 

@@1256 в. 69557 

> 
4. 36392 

YER? 

4) 62404 
YER 

4. вебе 
«> 

5. 15503 

WER 
5. 44729 

ERD 
5. 75901 

WED 
5. 09446 

EXD 

YOR? 

Е. 11515 

YOR) 

YexXd 

4, 77146 

©. 90468 

6. 19275 

6. s6602 

6, 56148 . 11, 37994 

6. тве13 16. 66144 12. 60294 

6. 98196 11. 21140 12. 6559$ 

г, 18697 44. 7ers4 1s. 33411



е. е5авв 

Хх 

6. 66256 

Хх 

6. 67566 

в. товее 
х 

в. 71250 

Х 
в, 72596 

х 
е. 73750 

х 
в. 75088 

х 
в. 76z50 

х 
а: 77506 

х 
4. 78750 

х . 

2. eaaee 

9. &1250 

6, 82506 

0. &3756 

6. &5e0G 

6. 86256 

6. &7506 

6. Be75e 

< 

6. 61256 

в. 61256 

9. 91258 

9. 91258 

9. e1zse 

0, 61256 

@. 61258 

6, 61256 

6. 61256 

6. 61256 

@. 93.258 

@. 91258 

в. 61256 

6, 01256 

6, 01256 

6. 6125a 

9. 61256 

@. 91250 

6. 612356 

в. 01250 

9. 12364 
YOR? 

9. 67 78z 

Ук 
16, 26867 

WER? 
16. e9654 

WORD | 
11. 56554 
YOR) 

12. 27748 
Ух 
13. 93496 
WER) 
43, 84646 
WER? 
14. 69695 
УХ 
45. 66736 

WORD 
46. 57474 

YC? 

17. 66226 

eX) 

18, 69344 

YER) 

19. 5476 

WX? 

zi. e&ag¢ 

WD 

22. 32564, 

VOX) 

23. 76793 

«х> 

25. 23404 

eX? 

26. 78761 

WC) 

26. 43396 

«<? 

< 

N 

7. & 

18. 

19, 

p 

16. 

11. 

14. 

11. 

. 39517 

. 26011 

. 46456 

. 41616 

. 63° ag 

, 98345 

15291 

406.4% 

66419 

92639 

19326 . 

355@& 

7421.4 

. 9247? 

14. 

15, 

15. 

16. 

17. 

18. 

34. 14992 . 

46695 

$6144 

1. 23250 

‚ #9139 

» SPSL 

. 35011 

. 23474 

‚ 99628 

‚ 32744. 

. 70097 

14. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18, 

19. 

21646 

08919 

99548 

. 96855 

. 95612 

. 99336 

. 87396 

. 19931 

. $7125 

. 59158 

‚ 86146 

. 48356 

3 ‚ 55693 

. 99613 

. $7986 
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G. 99906 @. 91259 380. 17740 12. 31534 32. 66734 36. 65831 

x YEX? . 

а 91250 @ 01256 32 @2527 12. 60827 34.2565 38. 31322 

x YER) 

6 92500 0.61250 25. 97694 12. S1aue 35. 9267& 46. B5476 

x Ух 

о. 93756 в. @125а зе. 04405 143. 24948 37. 66374 44. 86542 

x WORD 

а 95090 6.01256 26. 23047 12. 5360@ 39. 48914 43. 74774 

х VOX? 

6.96250 @.61250 0 54234 13. 86157 41. 40085 45. 70442 

x YER? 

2.97566 ©.01250 42. 98608 14.19626 43. 40299 497. 736824 

х YER) 

6 98750 © 01250 45. 56929 14. Sda99 45. 49983 49. 852098 

х WC 

1 сеоее 6. и1250 46. 2962e 14. e9631 47. 695688 52. 84856 

х | Ух 

1. 61250 ©. 01250 51 17705 15. 26540 4%. 99562 54. $35268 

бо = 4% — @:/й; Of = ay/h; 

Ty = Bo — To; 

Yp = Up sin Pet Ug COS Vp; 

Sin Yp.1 = —COS YR/Pp: 

COS Pris = (Ng Sin YR— Mp COS PR)/Pr: 

Pp = V cos? pp + (ng Sin pe — mp COS YR)? 

Weer = netelOe + fe sin Yeyss Uy = A; 

ов = 1/Pe {Yea + [sin ye sin Yara + COS Yrea (Mk COS VRP 

++ my sin yp)] Ue — COS Presa fr}; 
Uy) = T/A [(T) cos м1 + 1% sin 7№--1) #м- — В}; 

ПЕ == Гр (1 —#/2рь); ть == гр (91? — 2); 

га == (Е -- 2рь); fe = href (x8); 
ре’== р(хё); Ik= (Xk). 

то = By/h; 

  

Программа BPORTR. 
Обращение: САГТ, ВРОВТЬ (У, М, А, В, ХО, ХГ,). Описание параметров: 

У — вектор решения размерности №; М — количество узлов интегрирования; 
(XO, XL) — промежуток интегрирования; А, В — коэффициенты в краевых усло- 
виях в точках ХО, ХЕ соответственно — массивы размерности 3. 

Требуемые функции и подпрограмма — функции р (х), 9(х), f(x). 
Входные данные: А, В — коэффициенты в граничных условиях в точках ХО, 

ХЬ; М! = М--1; М — количество узлов интегрирования. 
Выходные данные; У -— вектор решения краевой задачи. 
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SUEROUTINE BRORTR CY, Ni A, Ey SI, SLD 

DIMENSION “СН, Нео, Ех 

1, F20 269, Area, PAC ZA, BGC26>, CGC2H), ROC ZED, UC 28d, YC Zed 

МЕТОД OF TOCOHANEHOMA ПЕРОГОНКИ 

FABHEHHE-Dey “Dee tFh 4 +DY DAF MO RVEE CHD 

SGCLS=S8INCOLS MGXk =CosScFKla 

REL OHL, COLFEH SHR CHI DD PACLI=RCL Dk COC MLD HH EH—ZD 

BLE LIAR CLIACLOHM SAP CKIOD = FLAC LOERCLD KE CKLD HHH 

ЦБ, УЕ >-ПРОГОНОЧНЫЕ КОЗФИЦИЕНТЫ 

YCLI-MACCHE РЕШЕНИЯ 

Hi-4HCNO УЗЛОВ ИНТЕГРИРОВАНИЯ 

44 FORMAT LHL, 26%, "РЕШЕНИЕ ЕРАЕВОЯ SAQAYH, “Lex, 

A°METOQOM СОРТОГОНАЛЬНОУЯ. ПРОГОНЕН^ , > 

12 РОКМЯТХ15Х, “Ж0=“”, ЕБ. $, 2Ж, "КЫ=”, РБ. 3, 2%, “Н=“, ЕР. 4," 

125х, “КПЯЕВЫЕ УСЛОЕМЯ“, и2вх, ЕЕ. 3, “жт<Ха>+^“, ЕЕ. 3, 

2° ROY CHMOD DKS, FG. S CZOM, FO. So ORY ORL IE, FS. SB, 

S°RDY CHL OCDE“, FG. 3B, 7D 

16 FORMATCLISx, “NPOCGHOYHHE KOSd—-TH: MACCHB Ц“, / 

L1GCZX, ELG. 5, 7) 

1г FORMAT CZSX, "МАССИВ \^, 7162s, E16. 39, 4d 

48 РОКМЯТ‹15Х, "РЕШЕНИЕ КРЯЕВОЙ ЗЯДЯЧИ”, 

12%, “MACCHE YY", 712K, ELL. 49, 79 

19 РОКМЯТ<4.5Х, “DETERMINANT=", ELt. S52 

N=N4i-1 

HCL -x097'N 

SL=AC2Z97H 

7 

SO=AC19-S41 

TO=-Bt2)/H 

JT1=BeL)>-TCa 

С=$0ж$,0+$1ж%ж$1 

1432=Я22/С 

$6901>=$0 

CGCi>=S4 

Da 4 L=4i.N 

XT =X0+L oH 

RAL, CCL. +H72. #P CHT 

PACLIFR#eCGCK ITS RHEH-Z, 9 

GAC LIER*KCL. -Hy2. #PGNIDD 

FACLIO=SR+tHtH*F CID 
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а
 

г.
 

‘o
e 

. 

2 

3 

D=G4¢L>#SGCLI-PLACLB#CGLLD 
ROCLIBAL, “SGRTXCGLL2*CG*L2+D#D > 

SGC L+49=—-CG(L2*ROCL? 

CGCL+49=ROCL«D 

UCL#1 =ROGLI*UCLI#OL CLI FFACLD#SGLLELD 

CONT INUE 

D=TOrkSGCNL 2 -TL#CGCNL> 

IF (AES<D> LT. @. @64> GO TO 43 

VONLI=L. /DECUCNL #6 TORCGONL? +TL4SG CNL 2-B C599 

DO Z L=4.N 

Li=N4i-L 

VELA =ROCLA#CVKLAFL FUCLL &CSGCLAD#SGCLA+1 24+CG (L142 

*CQ1 CLL *#CGCL19 +P 10619 *SGCL 19d -FACLLO*CGCLI+L >? 

CONT INUE 

DO 3 L=4, N41 

YELI=UCSO#eSGCLIFVCL2 *CGKL)D 

PRINT 14 

PRINT 12, #0, XL, H CACTI), TI=4, 35, (BCID), T1=4, 3) 

, PRINT 219,0 

PRINT 16) CUCII>, TI=4,N4L9 - 
PRINT 17, <WCIID, LI=1, NL? 
PRINT 18 ¢YCLI>, Il=4, NL? 
RETURN 
END   

Пример. Найдем решение краевой задачи 

‚ ЭЛЕЕЕ Яя @ 2ЕЕЗЕ Gt @. 1е12Е be 

yo" (xP + I) gy! +(x — I) y = x +2; 
y (—2) + 2y’ (—2) = 0; 

у (2) ++ 25° (2) =2. | 
МЕТОДОМ ОРТОГОНАЛЕНОЙ ПРОГОНЕН 

“L= 27. 489 H= 1. Goa 

KRPAEBHE УСЛОЕНМЯ 

1. Get CKOD+ 2. Be отека ион = я. 

г
 ie [№
9]

 - ИбЕ-Е, | 

1, Abate CMLO= 2, ABBeDYCMLI DSS 2, GG 

DETERMINANTH6. rPeS16eE ВЯ 

NFPOCOHOYHHE KOSh-TH: MACCHE 

i -@. 275E ЭЙ -8 TSGE BG -@. Z2OLE 61 -@. SYEZE GL 

МАССИЕ У ` 

. 2ваЕ ая Я. 292Е Gt а. 1@5E Ge а. г2вЕ @2 Я. 241Е @г 

PEWEHHE КРАЕЕОЙ ЗАДАЧИ МАССИВ ч 
@35Е @2 —@. 1423; @2 и

 

м



DIMENSION Y¢5), AC), BK3d 

от 9/4. ‚2, ‚в. г 

ОНТЯ` В. , 2..2. 

CALL BPORTRCY, 5. RB. -2. 52. > 

STOP | 
ЕМО — — 

FUNCTION Р‹Х> 

РЕХжх+1.. 

RETURN 

END —_ 

Метод Галеркина. Алгоритм: 
т 

Ут (х) = У аи (х); a=); = 

Uy (x) = a -+- Bx; и (x) = (X¥ — a)? (x — 5); 

AB, — Bay . 

соВо (а — 6) -|- Вох — ооВ: ’ 

т —— 

Усы =ан &=0, т 1; 
{1 

  а = А — ав; 

b 

сы = — | [р (x) wh (x) uf (2) + 9 (2) Hn (2) a (2) do 

| k=1,m; i=0,m—1; 
b 

dy = \ Lp (x) up (8) uf (2) 4 9 (2) Hg (2) 14 (2) + 

+f (x) u; (x)] dx; i=0, m—1. 

Программа СКРОГ.. | 
Обращение: СА. СВРО|. (А, С, РО, Р, ©, ЕЁ, С, М, МР, МО, МЕ, АТ, ВТ). 
Описание параметров: А — вектор коэффициентов решения размерности М; 

С — матрица коэффициентов системы уравнений размерности М х М; ОР — вектор 
правой части системы уравнений размерности М; Р — вектор коэффициентов раз- 
мерности МР для функции 

\ : p(x) = У, рт; 
1 

SUBROUTINE CRPGL< A С, ©, Р, 61, Е, ВК, М, МР, МЫ, МЕ, АТ, ЕТ> 

DIMENSION CCM, Md, М>, ЕЗМР>, (МЫ, ЕСМЕ >, 6 4>, НСМ 

ж, ®<15>, 62415), 60015), 20415, 50152, ВХ 4 >, C2C59, CBC) 

29 ЕОКМЯАТ<1.Н1, 15Х, “РЕШЕНИЕ КРАЕВОЙ ЗЯДЯЧИ“, 7 

ж4@х, "МЕТОРОМ GALERKINA”, 7? 

24 ЕОЕМАТ«15Х, “КОЭФФИЦИЕНТЫ С%1, > СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ“, / 

# AEC EM, Eld. 4), dD 

< 
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22 FORMAT<2Ox, “COEFFICIENTS Oc¢1597%, /4с5Х, Е 1. 4>, м» 

23 ЕОКМЯТк10Х, “YMCN =", E44. 4, “47, EAL, 4, ORME, EAL, 4," 

wT RKO+7, ELD. 4, 2#RS+°, ELD, 4. OMG 4s EAD, 45 

КЕ:=1. “CAT-BT+GR¢12—-GRC35 9 

ВЕТЕЕК ЖСК 22-942 

AL=GRC2)>-AT+BET 

AS=RR*(CBT*BT-AT#ATH2, *CET#GR C59 -AT#GR CL) 9 > 

Ad=AT# C2. tGRCL2+ATO+FAS*(CGRCOLI-AT? 

RR=SORTCAS*AS+4, *A4) 

AL=, 5*CAS-RRD 

AZze, S#CAS+RR> 

R2tLo=AdeAd 

CoK2.=g, чазжА4 

C2< 2I-A3eAs-Ad—-AF 

C2t4i=-AS—-AS 

Cet Sat, 

G24 °A4 

CE%2)=-AS 

Cac soe. 

Bcd o=AL*AL «Ad 

BC ZdeALeCBET#AL~—2Z, *AL> 

BCS) =-—AL*BET 

Beda. 

PRINT 2@ 
DC AL I=L, tt 

Oc ly=a, 

DOG Ad J=1.M 

444 OCI, Jo=@, 

(СЕ te 1=1, 15 

BOCK Td =a, 

GCC o=G, 

FOCI >=, 

12 В.то=а, 

CALL SPPCGC, C2, Gs Mite, Si Mo 

CALL SPFKGD, G, B Мб+3, Мы, 42 

CALL SPPCFO Fy OS, MF +S МЕ, 5 

MD=MF +z 

IF ¢(NG+3. GT. MDD MB=MG+3 

DO 1 J=1, Mb 
< 
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“J
 

in 
fa
 

GDC Jo=GDKIO+F DCI) 

CSCL9=-AZ+*BET 

C20 2)=8ET 

CALL SPFCPD Р, СЗ, МР+1, МЕ, 2> 

IF «МО. СТ. МР+1> Мо=Мр+1 

Ca 2 L=4.M 

DO < =, МС 

‚ обела=СЬ к + *Е С ТА 

CALL SIMI“-Ad, 1.,bL, 99 

MO=MD+L—1 

5.4 =Е:Т 

RAT 

CALL СРР. 6, 3, ЧЁ, МО, ВУ 

DO 4 J=1. ND 

DCLI=OCKLo+Re Ja“ Ie Rsk 9d 

RSeRS4+AT 

КА=Е4жЕТ 

Ор © Т=а, М 

Bcd eC LrAstALo#r( l+AZ+A > 

кгл=-Аже». жж [+ +1) -Ажеы. + +12 

ВЕ л= +1. ож 1+1. 2 

САБО ЗРРеСО, ЕР’, Е:, МЕ'+=, МР, $2 

МГ:=МР'+ 5 

TF СМС. БТ. Мы+4 о МС=МЫ+4 

Ос Е. Ted. Mil 

GCC I SG Tat+GDen To 

CALL SMI -AL. 2.» L+1-4, 59 

HMl=Ml+L+I~-2 

CALL SPCR, GC... NC, MC, L+I-1) 

Rk3=AT 

R4=BT 

bo 7 Jai. NC 

CLI, LoeOtl, LatRe J “Ii Reka 

К==ЕЗ*жАТ 

&4=Е4жЕТ 

CONTINUE 

CONT INE 

РЕ1МТ 24, СЕСТЬ, ХТ. ЛУ=, М>, 11=4, М> 

PRINT 22, CDC Ld, LIHL- Md 

< 
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15 

14 

CALL XALSC*C. D, AM, @) 

CS¢Lo=Ad 

м ны LJ
 CZ)=-F 

CL =-F: 
CZCZ=4 

MZ=M-2 | 
BC d =ACM—4 9 -ALLHRICMD 
В<2з=я<м> 

M1=2 
IF <MZ. EQ.@> GO TO 14 

DO 15 Т1=4., М2 

CALL SPPCGC, B. C2, M1+1, M1, 2d 

ML=Mi+1 

DOG 16 Je4, ML 

B¢J>o=GC*J> 

Bt1>.=Betot+ACM-I-1) 

ALL SPPCAR, B. C3. M+2, M1, 59 

ACL SACL O+AL 

AC ZAC S>+BET 

М1=М+2 -. 

PRINT 23, CACIIO, 11=1, М4 > 

с м > 

- RETURN 

END   

SUBROUTINE ЗРР‹К, Р4, Р2, Н, М, |-> 

ОТМЕМЗТОМ К‹15>,Р1<15>, Р2<15> 

201 1=1, м 

КС! >=бВ. 

DO = 1=4, 

‘бо 2 1=4,1 

AY
 

RO ISERCIS+P1 6 J #PZ0I-J+13 

Le=M—-L 

IF «М. ВТ. > 6 2=-62 

IF «LZ. EQ. @> GO TO 7 

DO 3 I=4,Lz2 

D0 3 Jeti, L 

RCL+IS=RCL4+ID+P1¢14+J>9*P2¢L—-J+4) 

Ls=L-4 

DO 4 Tei,Ls 

LieL-I 

DO 4 J=z41,L4 
<7



4 REOM+IDERCM+1 9 +P4¢L 241 +3 4F2¢L-J44) 
RETURN 

END 
  

~ 

SUBROUTINE SMICR41, RZ, ML, 5) 
DIMENSION C615, 159, SCML? 
004 1=4, М4 
DO 2 J=4, M4 

2 СЕТ, 3956, 
SCID=@, 
CCI, 43=4, 

4 CCI, 1>=4, 
СО & 1=<, МА 

14=1-2 

DO 3 J=4,14 
3 CCL, Je =CCI-4, J94CC 1-4, T4449 

54=4. 
60 4 1=4, МА 
S2=4. 
М2=М1-1 
DO 5S Je4, Mz 
Z2=SorRA 

S€is=Si4+4SenceMa, Id 

4 54=54 жа 
RETLIRN 
Е: © — 

‹ 

cn
 

W м 

  

( — вектор коэффициентов размерности МО для функции 

q(x) =} gx! 
i 

Е— вектор коэффициентов размерности МЁ для функции 

f(x) = WV fix; 
{ 

С — вектор коэффициентов при граничных условиях: 

у (а) -- 21у’ (а) a 

y (6) -+ gsy’ (b) = 84. 

Требуемые функции и подпрограммы: подпрограмма ХА!.5$, подпрограмма 
SMI, Назначение: вычисление коэффициентов бинома Ньютона; подпрограмма 
$РР. Назначение: вычисление коэффициентов произведения двух полиномов. 

Входиые данные: Р, (©, Е — векторы размерности МР, МО, МЕ соответст- 
венио; М — степень полинома ум (х); (АЁ, ВГ) — промежуток интегрирования. 

Выходные данные: А — вектор коэффициентов решения задачи. 
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Пример. Найти решение краевой задачи: 

y" + (x? + 1) — 2x +) g = x? — 3; 
| 

с МЕТЯД ГАЛЕРКИНЯ 

CIMEMSIOnM mia, 25,0829, F059, OC 29, FOS), ACS). G4) 

OATA Fd. 1 G4. 

ОсЯТЯ 6.73. ,- 

OATA Fed.,.8..—-3, 

DATA G’°O..8,.0.,.2. 7 

САБ СЮРСССЯ, С, б, Р, б, ЕР, С. 2.1, 3, <, -1., 1 

= TOP 

Emp ~ 

РЕШЕНИЕ ЕРАЕЕГЯ ЗАДАЧН 

МЕТОДОМ ГЯЛЕРКИНЯ 

~@. 6@95E 4 “G@. 14szE G2 -G 16G5E G2 -а. этРазЕ me 

COEFFICIENTS OI) 

—@. 49GGE GG @. 1=355Е 4 

YMCxI= @. 1РОБЕ @1 + @. 5255Е @@ * Х + @. 1571Е 92 ж %2 

'+ @. 1525Е 91 ж* $3 

I wn 4 
e 

  

УП. Отыскание экстремума функции многих переменных 
Подпрограмма ОКР. 

SUBROUTINE GRSFCA, B, C.D, E, X) Ny NN, EFS? 
\ DIMENSION ACN, ND. BON, NNO СКМ, М>, OCN, ND, ECND, KOND 
ж, FICL19, QC449, SC449, ROLL, L449, 21585 

МЕТОД НАИСКОРЕЙШЕГО СПУСКА ОТЫСКАНИЯ ЭКСТРЕМУМА ФУНКЦИИ 
FOX)... XND=BCL, 194+SUMCLEd, NO XCLOKCB CL, L4h 2 4SUMC TEL) NEY 
CACL, TDFCCL. DIRK CLIFRCLIAKCLIBOCL, DEK CIDDRKCT DD 

FE CLIX CL 459 +SUMCLEL, N“Z 2X CLD #SUMC ISL, N-2 2 MCT +49 
SUMCJ=4, NZS CL4L, CH-Z9 KC I-24 DHRC T4449 

FICND=GRADCF CXL, DODKND? 
XECND. НАЧАЛЬНАЯ ТОЧкКЯ 

ЕОВМЯТ <15Х, “МЕТОД НЯНСКОРЕЙШЕГО СПУСКЯ“, и) 
FORMATCASS, “GRADE LXD 9%) “CSR, E14. 40, 29 

4 FORMATCLSX, “KOSMOHUHEHTH DF CHD’. “603%, E14. 4). .7? 

5 FORMAT CLGX, “7WAC=%, EL4. 4. 5X, 63%, E44. 49,79 
FORMATCL@%, “SHAYEHHE @YHKUMM В ТОЧКЕ БМИ=ЕСХМТо“, г 

49х, 53, Е4 1. 42.7 

MI=4 . 
Ni=N-4 
У 

ul
 

ы 
I 

tI
 

мы и 
Jal

 
O
i



Н5=Н+3. 

FRINT 34 

за 00 2 Led, N 

FICL>2=BCti, L +49 

ba s I=4,N 

< FIC LHF ICLOI+CACL, lO+AC1, Late, #OCL, LOeR CLI FERKC TOC C OI, LD 

4+2. *DOCL, Td CLD DHE CID 

FIC LOSFIC LD 4K CLR CLO CLO RCS, #HOCL, LO46, ECL O#KCLIEKCLOD 

Oa $4 J=1, NA 

IF ¢<J. EG. LO Go TO 4 

е@ Ss I=J, NA 

JISC H 2940 J-19 +1 

os FIQLOSPICL +0 JoeB I, II ae CT 49 

4 CONTINUE 

2 CONTIMUE 

PRINT а, ‹ЕТЕЕГа, Г1=1, Мо 

5 ЯСТ>=а -” 

НМ2=Н-2 

IF (NW. LE. 25 GO To 25 

00 7 L=4, N2 

00 & I=L, NZ 

od & J=I,N2 

JJ=NZe¢T-194+J 

SCLIHNSCL INC T+ 14+ L948 CL 41, JID 

SCZIESCSI+4+F IC I+ JS +4948 CL 41, JI> if
y 

SCBSSCTD4+KC I 4¢494+5019 

SCHIHSCHIF¢ SC [See CI +L 94+¢SCLo4#F I C1 +19 

SCSIESCSI+FICI +L 945029 

5441 2=8,. 

8 $‹22=6. 

oo 14 J=1,4 

ча RK JOEKCLI#SC J+ Z04F 1 CLO 4#Sn T+) 

СО 24 1=4, МЗ 

@12=@<1>+К СТ 

11 SCI +i15=6, 

7 CONTINUE 

WwW 

9 65-1455
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18 

13 

12 

Le. 

4° 

м № 

СО 18 1=3, 5 

&кТ>=а 

OG 43 I=4,N 

PARACITO#OKL, 19400L, 1d 

R2=0CL, lo#F ICL 

RCP eV LoOeRL+ACL, ID 

RC Zo=FICLO*R1L+XK CLO +R] 

Кез >=ЕРТоЬожК2 

SCLIESCLI +e CLR E19 

SU SSS KS +H CII CSS+F IC LORD 

SK SVE Zeek LARC ZIFF ICT ROD 

2 BO VESK +P ICL DAR CED 

SCA =SK494B04, L449 

CCAD SGA D4 SCA DRMELD 

CO 44 1l=1,2 

T+ Lose LehLoeSc led oe (L450 1 #F TUL? 

Ge SVS TI4SidoeF ICL 

mod ees Feces, 49 

NMA SNL 

Oo 15 Led. N 

CALL SMICe<LO, FICLO. AND 52 

OG 16 T=4. MN4 

Ge Taal oa+Sc]) 

COMT IME 

RR=1. 

С@ 47 1=4, НН 

4 <12=@<мН-1+22ж5НН1-Т2’КНН+Я< НН ERR 

ЕЕ=-КЕ 

PRINT 54, САЗСТТЬ, 11=1, ЧН? 

IF (NN. LT. 3> 60 ТО 21 

CALL GORNCAL 6 R. S.NN-1,. @@@1> 

IF ¢RCNN-1>. GT. @. > RR=RCNN-412 

bo 22 I=4, NN 

IF CABSCSCKI5>. GT. @. 81> GO Ta 22 

IF (RID. GT. RR RRERCID 

CONTINUE 

GO TO 24 

Ww



21 КЗ=ЕЗЯЕТ«Я1 (2+1 К 22-4, «Аа {3 
RR=(RE-ALC 299%, S 
ТЕ «НМ. ЕС. 1> ЕК=-1<2> 
Oc 2% L=1,N 

MCLIEKMCLI-RR#FICLD 

PRINT 35. RR, CXCIID, LI=4, ND 
FACMI>=0041) 
MISMI +4 
IF (MI. EG. 2> GO To z4 

PRINT 36, (FA¢II>, II=4, MI 
IF <FACM1-4>, GT. FALMI2> GO ТО 36 
RETURN 
END 

O6pamenne: CALL GRSP (A, B, C, D, E, X, N, NN, EPS). 
Опнсание параметров: А — матрица размерности №М Хх № коэффициентов при 

xix; функции; В — матрица коэффнциентов при смешанных произведениях аргу- 

ментов хухух 5 С — матрица размерности № Х № коэффициентов при переменных 

их р — матрица размерностн N x N коэффнциентов при xis Е — вектор 

коэффициентов при xo; Е] — значения рга@} в точках х; ММ — максимальная 

степень переменных х; ХО — вектор размерности М — начальная точка движения 
к экстремуму; ЕР$ — требуемая точность отыскивания экстремума. 

Требуемые подпрограммы и функции — подпрограммы ЗМТ, СОВМ, 
Пример. Найти минимум функции 

F(x, Ys 2) = yt + 24 + 2x8 4 y3 + 323 — x? (z + 1,54) — 1,oxy? — 
— x22 43x? 4+ 2хи-- 2х2 -- 22 - 32% + 2yz2+2=0. 

DIMENSTIOnN АК, 32, ЕК, 4), ССЗ, £9,003, £9, ЕТК), ХОЗ, МИ >, ЕСЗ> 

СЯТя х/в, ‚в... {и 

СНтя ЯЗ. ,1.,14.,1., 2. ,1., 4..4, 3. и 

ФАТА Е”. ,1.,-2.,-4. 8... а... г 

О@АТА С/г. ,-1. $, -1.,-4. 5,4... 8.,-1. 

DATA @С/в. , 9. , 9. , в. ,4. в, а, ва. ,1. г 

сятя Е/@. ‚в... / 

СЛЕ БРЗРоЯ, В, С, 6, Е, м, $, 4,. OL) 

м © 
№ ll

 

  

  

S TOF 

Ent: 

МЕТОД НАНСЕОРЕЙШЕГО СПУСЕН 

ВЕНЕ ся» 

в. Я MW, SIE 591. MW Ta SReE Be 

RO Sh$HUMEHTH OF OHo Os 

9, Fame wd —H Fase bay м. “ЧЕ -л. —я Laisk-pe 

COEFFICIENTS OF РЕ ИН ТОО 

—. LEBS4E we G@ Lis2szk us -, s8b2raek we 

VW 

gs 235



ROOTS OF POLINOM AGCLG+19 

1 MW 23339E Bi+I06, 2399SE Bt) 

2 яя +I, ГЕЧезЕ-Ял 

5 iW, BABE -Sh+ 70s. 9 > 

WAC= @. ZSMSE-BL в. в —й. ГЕЛЗЕ-Й1 М. 25РЕЕ aa 

GRADCF CK о 

-6. f115E 66 @. 22585 fn @, SS34E wit 

KOSdOHUHEHTH OF OHO DS 

в. 2413Е 94 -G. 1386E ao @ASZ6CE GL — -в. 4223Е ae 

COEFFICIENTS OF FPOLINOM TGCLG? 

So 
he 

fa
 

с
 

ыы п
 

м
 

Ww
 6. Е67ЕЗЕ-61 а. 1?959Е 64 -1 

| ROOTS OF POLINOM AG<LG+4) 
4 G 241 26E B14I0G. S4426E BLD 
2 в. в +18. РАБИЗЕ В@)> 

OG, MOISE 447005, 
WAP= @. S4Q5E-G4 &. S4e4E-a4 

SHAMEHHE tVHKUMA E TOMKE BMH=F CMT) 
-8.4302E G2 96. GOTTE-G4 0 -@. Z455E-07 

GRADCF CX)? 
-6.4552E G4 @.4594E BG 4G, 25G6E-04 

KOSO¢HUHEHTH DFCH? “DX 

AN
 

vl хм
 

эЕезЕ-ЯТ М, ЗЯЗЬЕ М | © 

6. SEESE aa -4. ZS39E aa @. &413Е. Gu @ 2621E-O4 

COEFFICIENTS OF FOLINOM TGCLG> 

-. 44682E 64a @. 15524Е 84. @. Z23766E G2 

ROOTS OF POLINOM AlCLG+1> 

4 в. SE6EBSE GG+JCO. SEGESE Gan 

2 а. а +J°G. CESS4E GH 

3 — 4267 7E-O1+I°G. G р 

'7ШАГ= 6. 160GE G41 в. ЗВВЯЕ @6 -@. =561Е G6 GB. 1VESE fe 

ЗНЯЧЕНИЕ ФУНКЦИЙ ЕВ ТОЧКЕ БМИ=Е‹УХМТ» 

—9. 1382Е иг Я. ЕЧГРЕ- 61 -@. 4408E @В -@. 3467E OF 

1Х. Решенне интегрального уравнения Фредгольма второго рода 
Нодпрограмма ПМЕЕ?. 
Обращение: САТ1. INEF2 (A, B, Y, D, N, TL, AO, BO), 
Описание параметров: (40, ВО) — отрезок интегрирования; № — количество 

точек разбиения отрезка; ГГ, — параметр А уравнения; В — матрица размерностн 
№ х М — рабочий массив; А — вектор размерности № — коэффициентов интеграль- 
ной формулы; ДР — вектор размерности № — правая часть системы уравнений; 
У — вектор размерностн М — решение интегрального уравнения. . 

Требуемые подпрограммы и функции — подпрограмма ХАГ$; функция F (x) — 
правая часть интегрального уравнения; функция С (х, $) — ядро интегрального 
уравнения. 
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SUBROUTINE INEFZCA, & YO. NM, TL. AG, ENS? 

СТМЕНС.] ОМ ВЫ, Нл, ЯНЬ, СЕН, УК 

РЕШЕНИЕ ИНТЕГРЯЛЬНОГО УРЯЕНЕНН. ФРЕДГОЛЬМЯ 

CRISP CHI +Le INT CAG, EG, CK, Se CSI KOS 

41_ЧИСЛО ТОЧЕК FAZEHEHH. сяав, BaD 

Ni=N-4 

NZ=N1'2 

H=(BG-AiG? “NL 

ACL =H-E, 

Oo 4 I=1. Ne 

AC 2k T=6. #He'6, 

4 AC ZHI +2 =H, 

CNL SHE, 

X=AG 

OO 2 1=4,N 

R=AO 

Фо 3 J=4,N 

BCI, JI=-TL#AC J #CCM, RD 

R=R+H 

BYI, 19=4. +BCI, 1d 

OCIQ=F Cu) 

2 *K=*+H 

CALL MALSCB. DY. NLD 

PRINT 5 TL 

PRINT. 6& CYCII9, L184, ND 

5S FORMATCLH4, 14%, "РЕШЕНИЕ ИНТЕГР. УРЯВНЕНИ. ^, 

ж1Х, “ФРЕДГОЛЬМЯ ИИ РОДЯ^, /З6Х, “ТЬ="Е®. 5, /> = 
6 FORMATCEC2ZX, E12, 59> 

RETURN 

END - 

DIMENSION ACS>, 999, DCS>, BCD, 9d 

CALL INEF2CA, &,.4,0.9,. 25.6, 44.9 

STOF 

END 

iJ
 

  

23]



FUNCTION €<¢<X, 5) 

Cast C3, *X#S+2, D 

RETURN 

END 

FUNCTION FC) 

Е=. 75жх-. 2 

RETURN 

END   

Пример. Найти решение интегрального уравнения 

J 
u(x) = a s (3sx +- 2) u (s) ds + 3/4x —0, 2. 

0 

DIMENSION BC¢5, 5>. AC5S>, O¢5 >, YC5D 

CALL ТМЕРЗСЯ, В, Ч, О, 5, 6..25, в. ‚ 6. 8> 

STOP 

END   a 7 

MACCHB ¥X<f,NK2 - РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ 

-4&. 1648E G@ -&.3442E-G1 G.1226EF BO 6. 2754Е 00 

8. 4288Е a6 

РЕШЕНИЕ ИНТЕГР, УРЯАВНЕНИ. ФРЕДГОЛЬМЯ ИМ РОДЯ 

TL= @. 25988 

6. 18481Е 60 -6. 31447Е-01 д 12436Е 96 @. 27538Е 86 @. 42Е877Е Go 

Х. Решение краевых задач математической физики. Уравнения параболиче- 
ского типа 

Подпрограмма РЕРТЪЗР, 
Обращение: САГТ, РЕРТЗР (Ц, ХО, ХТ, МЬ, У0, УТ, М2, То, ТТ, №]. 
Описание параметров: И — матрица решения размерности МХ М2; (ХО, 

ХТ) — отрезок интегрирования по оси Ох; М! — количество точек; (YO, УТ) — 
отрезок интегрировання по оси Оу; М2 — количество точек; (Т0, ТТ) — отрезок 
ннтегрнрования по {; №] — количество слоев по #, 

Требуемая подпрограмма и функции — функции: Р(Х, У) — начальные усло- 
вия; С (Т) — граничное условие; ЁР(Х, У, Т) — правая часть уравнения. 

SUBROUTINE PEPTSFEKU, XB, ХТ, МА, Ча, УТ, 42, ТВ, TT) MLD 

DIMENSION Wend, M2). Vide, 16>, C16, 169; BL1@ 19 
С  СМЕШАННЯЯ ЗАДЯЧЯ ДЛЯ УРАВНЕНИЯ 

G ПЯРАБОЛНЧЕС-ОГО ТИПЯ 

Co DUPDT=DCDRCALCH) YOADUCDND 4D ADA CFILER, YOHDLYEDYDGR CY Gl, 79 
Go OUCH вах, > UES, YL TOT SCKTO 
с OKGCHERT, часухут,  тестстт 
со н-шег па ких, тн-шяг по т 
Go МЕМЯХ О, М2> 
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c ACM, MD. BEM. Mo= HATPHUR ПРОГОНОЧНЫХ -ОЗФФИЦИЕНТОВ 

UCMd, M29- MATPHUAR PEWEHHA Hee J—Tom cace no + 

М1, М2- КОЛИЧЕСТВО УЗЛОВ ПО ОСЯМ 0, бл 

=ОБОЗНАЧЕНИЯ= 

2@ FORMATC4H4, 26%, “PEWEHHE СМЕШАНННЯЙ ЗАДаЧИ-, / 

118, “ДЛЯ УРАЕНЕНИЯ ТЕПЛОПРОЕОДНОСТН”, ии 

4 ЕОРМЯТ 255, "НЯЧАЛЬНЫЕ УСЛОЕНЯ“, 

2 РОБМЯТУЗХ, ЕТ. 4, S024, EAL, 40, 2 

РОКМАТ« 155, “PEWEHHE HA J=“, 12)" EPEMEHHOM GE Ta’, Bid. 4.29 

M=Mi—-4. | 

H=CXT-M@D I 

TH=OTT-Tao “ML 

M=Ni-4. 

F=TH.“ SHH D 

PRINT 26 

PRINT 2: 

GO L Let М 

MASH+ CLA otH 

OO EL Tat. M1 

22 НЫ, ТЕБЯ, ФЯ+КТ- Но 

PRINT S2. 81. UCL Ie. T=.) Mi? 

{ CONTINUE 

One J=od. oe 

TL=TH+I#TH 

FRINT 22. J. TL 

bo 2 1=4, М1 

Ad, Ja=0¢ Tete J-Lo*THo 

WW!
 

м lb
} 

vd, Leslee Ta+e.J-42#TH? 

Wed. DasieTe+0J-La+tTHs 

ww 

$ УМ. Гласк Те л- 2 РН 

OO 4 I=. 

On S Lee 

Peis ee Ad e+ +H, Vet +Ho tA УМЫ жН. 99+ ТН 

RARER +ALL StU Lh tH, PEt Lt ote Kee LL OH, YS+14H) 

Sel. +RR-RPit Re b-L, lo4+i. 3 

Я. Г.=ЕР.._ 5, 

S Eko. Des Quel. Lo+Ree ecb. Tao 

МЕ=М-1 
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СО Е Let, Ms 

1.4 =42-Ё 

Е У ЬЯ, ТУ=АЗЬ, ТЖ Сл +1, 12+8 14, 15 

¢ CONTINUE 

DO 7 Ь=1, М2 

ACL, 192CCTG+¢ J-19#THD 

BCL, LIBCCTG+6 J-49#THD 

Web, L2=CC TH+ J-19*TH? 

7 UCL, MLO =CCTE+¢ J-49%#THD 

bo S L=2,M 

20 9 1=2,М 

кк=КжЯ4. с Ха+ЬжН, "9+ C144 24H KALCO KG+L EH, YO40144.4HD 

RASR*ALCSG+LH, YO+ DH HAL CKG+L EH, YO+ IH) 

S=4. +RR-RL+#CACL, I[-4944. 3 

ACL, lo=RRS 

BExL. DO=CVCL, LO+F CXG+L4H, YO+I+H, T4406 348, 5)#THI+RR¥BCL, [-49975 

MS=M=-1 

Со да 1=1, м a, 

1@ UCL. ML-I SACL. M1-ToeUCL, M1-1 449460) MAT 

H1=KG+ (L1H 

PRINT 22.84, ClUielL, ГТО, 11=2, М> 

& CONTINUE 

Z CONTINUE 

RE TURN 

ENC: 

in
 

  

Пример. Найти решение краевой задачи 

ди д?и 0?и 
7 = 4 аз +4 gga tt ty, 

O<x<l; O<y<l;s O<t< 10 

в начальным условием 

g(x, y=xtyt+l 

и граничными условиями 

С (х, и, # ху) = 0. 

С Фугот=в, 25% (D2U/DKZ+D2U/'DY2) 
с Gtk, WIEK+y 
С CiT2=8 

С FCX, Y, TI=8 

С ALIX, YG, 25 

с @<х<=4 
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. 2000 

а. ава 
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én 

Zag 

. 4000 

. еваа 

. S60 

Oyld=4 

В%Т<=З. 

DIMENSION UXé 62 

CALL PEPTSPCU,G..1.,6,0.,4.,608>4.,20) 
STOP 
END 
FUNCTION G¢X, 4D 

G=k+¥ 
RETURN 

END. - 

FUNCTION CCT? 

с=а. 
RETURN 

END 

  

  

‘FUNCTION FCX) Y% TD 
F=0 
RETURN 
END   

PEWEHHE CMEWAHHHOM ЗЯДЯЧЫ 

OA VMPABHEHHA -TENAONPCOBGODHOCTH ° 

НАЧАЛЬНЫЕ VCs 

а. а а. 2290Е па в. алабЕ Ga ao EaOGE 
а. 2аа9Е ей 6. 400GE па я влойЕ ов п зевеЕ 

A 4000E 08 G.€0G0E GG & SHORE ве — в. леедЕ 
а. свавЕ @@ GG За00Е Ga 6. 1000E 1 8&8. 12008 

а. веавЕ 08 — @.10900Е 04 в. 1200Е 01 8G. 1400E 
©. 1027; 61 —@ 1200Е #14 —@ 1460Е 01 6. 15090Е 
РЕШЕНИЕ НЯ 5= 4 ВРЕМЕННОМ СЛОЕ Т= 9. 5й@вЕ-Я1 
д. 5176Е OG —@. РЭ6ЛЕ 9а —@. 1043Е 01 6. 1192Е 
а. Та6аЕ @@ —@. 1115Е 94 —@. 1366Е 01 и. 1524Е 
а. 104ЕЕ @4 а 1586Е 04 —@ 1657Е 01 —@, 1775Е 

В. 1192Е @4 в 1524Е 01 а 14775Е 04 Aker 
РЕШЕНИЕ НЯ Je 2 BPEMEHHOM CAGE T= @. 1@@GE aa 
д. ЕТЗ5Е OO O.105GE 91 —@. 1370Е 01 4 14398 

а. 4058; 41 _@ 1543Е 01 6. 1904Е 01 —@ 19583 
а. 1370Е 94 а л4ай1Е 04 —@. 2259Е 91 —@. 2250Е 

а. 1459Е @1 Я 1958Е 04 —@, 2250Е 81 —@, 2205Е



РЕШЕНИЕ НЯ = < ВРЕМЕННЯМ СЛОЕ Т= Я. 159Е @Я 

я. гавя 4. S6G6E oe CG A463E Ot Я. 1791Е Gt Я. ТУЗЬЕ #4 

р. чавй @. 1308Е Gt и. 2121Е G1 @. ЭЭЕЗЕ wi Я. =3471Е wt 

я. Bee Я. 1791Е 01 я. 2а#5Е wth я. OSE OL я. 2аач4Е wl 

я. вая WM AVYS6E GL @ 24rieE OL а. SRSdE ot 9. БЕ #1. 

РЕШЕНИЕ НЯ J= 4 ЕРЕМЕННЫМ СЛОЕ Т= в. Shee we 

mM. chine @ 141565Е Gd Я. ЛЕЙЗЕ Ot 4. СЕ4ЗЕ Gt MM SLESE BL 

A. 460k Я 1275-Е Я Я. 2ЕЗЯЕ #1 я. Е4Я2Е BL 9. 31 агЕ #1 

я. Бам A 2ЕЗЕЕ 11 м. ЗЧазЕ OL W. 46686 Gt W. SR24E BL 

я сана MW 2A ESE ah Я. SL57E ot MW S6edE Ot 4. 2APr4e bh 

PEWEHHE HH J= 3 BREMEHHOM CODE T= & She9E wis 

я bah Я. ТАЗЕЕ 9+ м =4азЕ #1 9. ЗАБЕЕ 1 MW Sele ey 

i 46036 я 4556 91 Я. ЗЯЧеЕ #1 м. ЧЕЗЗЕ aL м. 4ЫЧЫЕ 9 

я. вы я заввыЕ ot AM 4056 ii MW S4d5E bi м. de LOE ah 

я зная MW. SESE at W 46426 bth я. ЧЕТНЕ 511 Dee 1 

РЕШЕНИЕ НН J= Е ЕРЕМЕННОМ СЛОЕ T= ©. заяяЕ 6m 

я. 2 ив MW, SWASE dL A. 2327E Ot я. ЗИ15Е 91 Я. ХЕГЕЕ #1 

я. зама @ S32rE ot Я. ЗЗЕЕЕ wae A elrre BL 4 SLSEE 941 

iW, EMG Я. 4ИТ5Е 01 Я. Б2УРЕ #91 9. YZLrE at W Serde tL 

я. зава Я. ЗЕГЁЕ #1 я. ЗАЗЕЕ tt Я. З27зЕ @1 MW. 47° SdE 91 

ху 

РЕШЕННЫЕ Ня 1= г ВРЕМЕННГИИ СПОЕ Т= &, S5@6E A 

Я. гааа а. 253592 aL Яя. зазаЕ OL Я. ЭЗРБЗЕ WL G@ 4S53E OL 

я. чай @ 44206 GL OF. 7I9SE 91 G6, S267E G1 — @. БЕБТЕ 94 

в. Бава G. SESE Gt GO. SserE at G SSS5E wl MW. PoE wt 

в. sana 6. 4252E G1 @. 6667E ot HW, ГЕИЗЯЕ Gt 4 Ss4s& GL 

FEWEHHE HA J= & ВРЕМЕННОМ СЛОЕ Т= &. 488GE GE 

и, гаая а. 252G6E #4. Я, SGS6E wt В. СЗЯ2Е Gi Я. З5ЯЗЕ wd, 

4. 40Gb @. SEeS6e wt mM, S6fSE at MA A1ASE G2 Я. ЕЗЕНЫЕ 91. 

а. сова в. 6а@2Е at @ 1112Е we G AZSEE we а. асачеЕ BL 

а. ава ав 5395Е 01 а 9588Е 01 —@. 9594Е #1 —@. Р2УЛЕ 91 

РЕШЕНИЕ НЯ J= Яя ВРЕМЕННОМ СЛОЕ T= @ 459й9Е в8 

я. гвва а. ЧЕБЕЕ Ot а. сеч4=Е @1 Я. SQS°E OL OW BerSe ot 

я. дааа а. 7те43Е Bt а. 1296E иг 9. 1474Е @2 Я. 1ТЯЗЕ и: 

9. Бава @ S@5°E G1 а. 147ЗЕ Oe а. 1ЕЗ2Е 92 Я. З2ЗВЕ 9 

а. гааа а. &Е2ГЭЕ 91 В. 1108Е 92 OW. 1250E a2 WwW, S@S1E wt 

РЕШЕНИЕ НЯ J=1@ BREMEHHON CNGE T= &. Sa@Q@ae ae 

а. 2гваа W. 6190E at а. 1а33Е аг а. 11ЕЭЕ а2 а. З=АТЕ Gd 

в. чаав а. 19435Е 82 Я. 1752Е #2 а. 1азяЕ и а. 14352Е ve 
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в. 2 
В. 

‚ 6486 

. ава 

. вая 

. 4000 

, 6468 

Suog 

26868 

. 4600 

. 6486 

, 8486 

@. 44856 

в. &ЗагЕ 

РЕШЕНИЕ 

8=1<Е 

@. TSESE 

9. 1561Е 

8. 11352Е 

РЕШЕНИЕ 

6, LOGE 

9. 1859Е 

0, ZOSLE 

6, 1459E 

РЕШЕНИЕ 

6, 14456 

A, 24295E 

Я. гвя5Е 

Я. 1 ЗЕЕ. 

РЕШЕННЕ 

. 19466 

к
 LLSE 

SSG1E 

‚ 244<Е a
o
 

© 
| 

FEWEHHE 

Я. ЗЕЕ 

а. 43 

в. 

OG, SHS4E 
а 5 

J=17 

0. IS50E 2 

9. 1432Е Gz 

а. 1585Е @2 

а. 2=10Е @2 

8. 2576Е az 

9. 1854Е @2 

У=12 ВРЕМЕННОНМ 

9. 1ЕЗЯЕ a2 

OW. Sarde a2 

@. SSSRE fe 

0. 2402Е Oz 

]=1$ ВРЕМЕННОМ 

Я. 2азаЕ в» 

й. 4аззЕ 62 

в. 4477 2 

Я. 3116Е @2 

@. 216ЕЕ 

а. 15 9Е 

J=11 ЕРЕМЕННОМ СЛОЕ Т= 

В. 1561Е 

Ss 

@. Se15€ 

СЛОЕ Т= 

@, 2695, 

A. 4477 

WM, 4S°2E 

@. Z237rZE 

С и СЛОЕ Т= 

а, 

в. 

9. ЗЕЯЗЕ BZ 

в 

J=15 ВРЕМЕННО 

>
 fo
 4282E i 

.TAPZE G2 
‚ ТУУЗЕ 

@, SSecek 

=
,
 

vy
 

G2 me
 

я 

3=16 ВРЕМЕННОМ 

а. ЗЕЕТЕ wz 

@. ачаяЕ a2 

8. 1019; Gz’ 

а. ва46Е @2 

ВРЕМЕННОМ 

a 

аз 

9. ГЗЗЕЕ 

Я. 1254Е 

а. 1539Е 

9. &8Я15Е 

Gu
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а. $541Е 

в. 3SBS4E 

в. &5Г3Е 

6 » 4356E 

TNE T= 

8. 4852 

m
 . FY SSE 

9. ЕЗЗЗЕ 

в. Е 

CNdE T= 

Я. &1ide 

@, AGASE 

Я. ЗЯЕЯЕ 

м. с2я2Е 
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6, S624E 

@. I5595E 

@. L4S4E 

. 9451Е 

t 

п 
м 

La
t = 

ht
 

а. 1453Е 

а. 24а2Е 
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РЕШЕНИЕ НЯ J=1& BPEMEHHOM СЛОЕ Т= @. ЗВАВЕ ая 

а. 2000 в. 594АЗЕ @2 а. 99083Е @2 а. 1056Е 03 а, бэвтЕ в2 
а. 4000 oO. 9909E 62 в. 1656Е 05 —@. 175ЕЕ @5 2, 41164E 2 
а 6008 —@ 1056Е 03 В, 1758Е 93 B1864E OS в. 1226Е OF 
а. 8000 —@. 6ЕЗЕТЕ 82 6. 1461Е 03 8. 1226Е #3 а Е@ЕЛЕ 62 

РЕШЕНИЕ НЯ 2=49 ВРЕМЕННОМ СЛОЕ Т= ©. э5е0Е вв 
а. 2998 —@. 7825Е 82 6.1509; 03 а 13ЕТЕ 03 а. 9142Е 02 
д. 4900 — в. 1309; 03 а 2464Е OF а 2306; OF а 15а4Е 03 
а. бое 6. 1367Е #3 а. 2508Е GS а. 2432Е 035 а 1592Е @3 
а. зева В. 9112Е 92 —@. 1544Е 05 9 1592Е @з а. аечеЕ AF 

РЕШЕНИЕ НЯ J=2@ ВРЕМЕННОМ СЛОЕ Т= @. лвееЕ @1 

д 209 —@. 1935Е 83 в. 1726Е @2 (в. 182=2Е 03 —@. 1189Е 93 

@ 4000 @. 1728Е @& @. 2590Е 02 4 3029Е BP а. 19?74Е GS 

2. 5060 —@.1822Е 03 в. 3029Е ОХ @. 3179Е @3 6. 2068Е @3 

я. 8092 —@. 1489Е @= а. 1974Е 01 —@. 20Е3Е 03 —@ 1344Е GF 

Уравнения элиптического типа. Подпрограмма PUASI. 
Обращение САЦ. РЧА$1 (0, У, Р, 9, М1, М1, ММ, ХО, ХИ, ХО, УТ, ЕР5). 
Описание параметров: И — матрица решения размерности №1 x M I; V— 

матрица прогоночных коэффициентов размерности №1 х М1; (ХО, Х 1) — отрезок 
интегрирования по оси Ох; №1 — количество узлов; (У0, У!) — отрезок интегри- 
рования по оси Оу; М! — количество узлов. 

Требуемые ‚подпрограммы и функции — С (х, и). 

SUBROUTINE PUASAICU, ¥, Р, @, М1, Ма, МН, ХВ, 84, YO, YL, EPS? 

С ПЕРВАЯ КРАЕВАЯ ЗЯДЯЧЯ ДЛЯ УРЯВНЕНИЯ ПУССОНЯ 

DIMENSION USM Ма, УСН Ма FCMND, GEMND, EC Z@> 

DATA FI,D4,5,L2,L3¢2. 14455. . 277). 3, @ G7 

N=Mi-41 

M=Mi—-41 

HX=¢ X1-KG 9 N 

HV¥=¢¥4-Y69-M 

ЕР4=НХжНХ 

ЕТ=НУжНУ 

Gi=4. °CD1i+D4 > 

D1=2. #D1-'S 
R=6, +FI*F I 

Х=Хб 

9=у%@ 

СХ=Хв+НХ»Н 

CY=YO+HY 4" 

Я=2. ж<1. -COSCPICNI CFL 

B=4, “Fi-A 
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С=2. +1. -СОЗОРТУМ Е] 

С=4. /ЕТ-С 

СО 1 1=1, м1 

ИСТ, 12>2=6%х, та 

УСТ, Ма >2=6%х, СУ 

K=S+HM 

УСТ, 12=8 

УСТ, М1 2=8. 

DO 2 J=2,.I" 

Y=4'+Hy' 

U<d, To=G¢Xo, YD 

LICNL, JO=GCCR, YD 

VONDL, Jo=8. 

Voi, Jo=a. 

A=A+C 

к1=А 

FZ=D+D 

G=c5. +FI-FLid/R 

C=c¢5. #Fi-FIOCR 

D=CFA*FIACCZ, #RD 

7 

DO I=Z,N 

OO J=2, 

Ucl, Jo=8, 

VOI, J=8, 

T=0L¢RL 

Р{12=8. 

6141>=8. 

R=S*T 

Y= 

бо Е 1=2,Н 

ul
 

м
 

и!
 

5 РЁ >=К/<Р1+Кжуг. -Р% Г-З) 

bo 7 J=2,M 

Y=Y¥+HY 

N=ke 

CO 8 I=2.N 

Х=х+НХ 

$ 46 121=4, $ 

412=121.-2, 

a
 ^.
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446 

00 аЕ 112=1,5 

1=112-1 

PS=K+"J1-1) *H¥ 

R4=Y4+¢ JZ—-19+HY 

Et eae T7414 I, SUC lL + JL 2-1, It Je1-1) 

» EC Sek I2+104+JSL =F CRS, Rad 

Ge DSC RV RLeG I-20 + CBR CEG FE 089 +E 

VECZ3+EC Ga oF DRC ECL I+E CS ot 

HEC TO FECRIOSB. HE CED FCECLE +E CLS + 

ECA HEAP DOLE. +2, 73. ЖЕ 44222 

KCL, REE. HPC 1-19 9¢F 12 

& CONTINUE 

pa я 1==,Н 

& VONL-T4+4, JOSPOND-T th +V ONL -I +2, Jo+ieNi-l+L) 

¢ CONTINUE 

DO 4a@-J=2.M 

1@ PCS OSRAOCPI+R# C2. -PCI-199) 

К=К.Е T . 

РО 11 1=2, М 

DO 12 {=2, М 

12 “Лу = АЖеСУ-1о+УСТ, До ( а. +Кжкг. -РКД-4) DD 
<7 

11 СОНТТНУЕ 

14 

15 

Li=9¢ 

00 14 I=2,N 

ON 14 J=2,m 

Ul, JSUCT, J94+T#V CT, JD 

IF CABS CT#¥C1, 30>, GE. EPS) Las4 

CONTINUE 

LS=LE+1, 

К1=К1*ж61 

IF «Li. E@. @>-GO To 415 

IF (R4. LT, R22 Go Ta 5 

R1=A 

Le=L2+41 

GO Ta & 

FRINT 24 

"РЕТНТ 22,12, 13 

60 47 151, М4



C
a
m
 

79 
3
 

HM 
DM 

H
O
Y
 

’ 

A? PRINT 23, {UKI, IID, TI=A1, NA! 

21 FORMATCLHL 15%, “РЕШЕНИЕ NEPECI4 КРРЕВОЙ ЗАДАЧИ, 4 

*1S> “ДЛЯ "РАЕНЕНИЯ ПУЯССОНЯ В ПРЯМОУГОЛЕНИКЕ.^ , /; 

a2 FORMAT C28, “Le=", 15, “LE=", 15, “2G, “MACCHE FEWEHHA”. 7. 

es FURMAT CS. 4s, ELL. 432 

RETURN 

ENE 
  

\У равнения гиперболического типа 
Подпрограмиа РЕСТЪЗР. 

Обращение: САЦ, РЕСТЗР (ЦИ, МИ, ХЭ, УТ, У0, УТ, М2, То, ТС, МП. 
Описание параметров: И — матрица решения размерности МЕ х 2; (ХО, ХТ) — 

отрезок интегрирования по оси Ох, М1 — количество узлов; (У0, УГ) — отрезок 
иитегрирозания по оси Оу; М2 — количество узлов; (ТО, ТС) — отрезок интегри:- 
ровання по tf; №1 — количество слоев. 

Требусмые подпрограммы и функции — функции: Р (х, у}, У (х, у) — началь- 
ные услевия; А] (Т) — граничное условие; С(х, и, {#} — правая часть уравнения. 

SUBROUTINE PEGTSPCU, M1, Xa, XT. Ye, YT, M2, TA, TC. NL? 

DIMENSION UcM4, M2> 

DIMENSION U1¢5a@,; 5@>, уса, Sad. NC 5a, 56>, AcSe, 569, B¢S8, 58> 

D2UCDTZ=D/ DH CAZ CX, YO RDU DS 2 +0 DY CAZ CK, Y>HDUCDY D+F CX, Y, TD 

ЦЕХ, Ч, ВУ=РКХ, Ф> 

DUCDT Cs Ys GSO и, т 

Wee, Ys ToT SGT? 

D="CXO КТ>, са, ФТ», ста, ТС 

М1, Мг, Н4_ число УЗЛОВ ПО ОСЯМ OX, OY. OT 

MM=MA CML, Ma 

ACMM, Mio, ВАМ, ММ> МАТРИЦЫ ПРОГОНОЧНЫХ КОЗФФИЦНЕНТОВ 

МК=М4.-1 

N=N1-4 

Мт=М2-1 

Н=СКТ-У@>/ ма 

тН=хте-т@з и. 

®=ТН/« а, +На 

20 4 1=1, М1 

CO 41 L=4, Mz 

Wiel, LOSVACKG+( 1-19 #H, YO+C LALO KHD 

МЕТ, Lo=a. 

LT, Lo SP CKG4+¢1-19 HH, YO CL-19 +H) 

PRINT 22 

0 2 JI=1, MA 

J=JIJ-4 
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TL TG+¢ J+L9%H 

PRINT Zt, J. TL 

bo = L=4,Mz2 

ACL, LO=8., 

Bcd, Lo=68. 

DO 4 J=2, Mx 

RRER+ALCKG+ i144 24H, Y'O+L+H) 

RRI=R*AL. XG+I+H, “9+ жН> 

S=RRAYRRL461, -ACI-d, LO O+RRtRK+2. 

ACI, LOSRRARRAS 

47 #eCUClL, Lo+RRAVCI Fd, LOMRRL€Y ST, LO2 

4 BCI, LO=(RRLeRRLeES 1-1, LonShors 

Ud (M1, LO=6, °. 

DO 5 T=1, MX 

v7 

5 ULCM1-1, Lo=ACMA-1, Lo*eULOM4-I4+4, LO +B CM-I, > 

DO 6 1=1, М4 

6 941, 6>=2. жиах< т, Еэ-ИСТ, Е» 
СО 42 1=2, М4 

42 VOI, LOSVC TL, LO+RHALCKO+I MH, YOHLHHIRCULCI, LIFUCT, LD 

4-UL*% I-4, LI-UCI-4,L99 

PRINT 22, CUACII,L9, 11=4, ML? 
= CONTINUE 

DO т 1=4; М4 

яхт, 4>=@ 
EI, 49sU4¢1,43 

0G @ Lez, MY 

RR=RKALCKO+ 14H, YO+L4H) 

PIRI=SR+AL K+ T eH, YO+CL 41 94H) 

S=RR#eRR#CL, ACI, L-19 +RRLORRA +S. 

S4=2. #CUA61, LotR RANI, +1) -КЕЖИСТ, >> 

4-TH#GCHG+I%H, YO+L&H, TA+C 3+, 524#TH? 
ACI, LOSRRIERR ASS 

& BCI, LISCRRERRKBOL, L-19-Si0/5 

UCI, M2541, 42> 

bo & Lad, My 
@ UCT, M2-L SACI, MZ-LO4#UCT, MZ-L+L)9 +801, MZ-L> ° 

20 48 1=4, М2 

\ 
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40 UXT, LOS2. #UCT, Ld-467, LD 
С 14 1=2, М2 
NOT) LOENC 1, Lo +RALSSO+T4H, YO+CL-1 +H 

# UCT. L941 1, LOU, L-19-U1 Г, 6-42 
44° CONTINUE 

PRINT 22, (UCI, LL9, LL=4, MZ) 
CONTINUE 
CONT INLIE 

20 FORMATCAH1, 15%, “PEWEHHE CMEWAHHOM SAGAYH “4 
*15%Х, ^ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПЯ^, ‚> 

24 FORMATCA5%, “PEWEHHE HA CANOE J=", 12, 5x, “TAU=*, E44. 4,72 
Zz FORMAT(1G¢2%, E14. 49, 9 

RETURN 
END . —. 

“NM 
NO
 

  

Пример. Найти решение краевой задачи: 

д?и д ди д ди 
FE = lato 42 lety oH) ety tt 

O<xe<l O<y<l O<t<2 

с начальными условиями 

и (х, у, 0) = х? -|- у? 

и граничными условиями 

С DEUCDT ZED CDM CMY EDUC FO DY CCE SDC DY DERE T 

DIMENSION UcS, 53 

Це. т, Sti + yk! 

С, он, №, AD OD he ey ot! 

CHLL РЕСТЕРКИ, 5, @. ‚1. ,@ › 4..5, в. ,2. ,5>. 

с Wess WY Ts eT SB. 

©. TCP 

ENC _ 

FUNC TICN ALC, ‘a. 

1 =Я. 

RE TLIRIN 

END 

кУНСТТОН Wats, YD 

УЯ=СИЗ ТК 2, 
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RETURN 

Ent   

FUNCTION POH, 4D 

PECOSih+'> 

РЕТМУЕН 

Ent   

FURL T Ih Gee TO 

G=EMP CK eee $C То 

RE TIF 

ENC 

-O, L@QBE 

—&. 

—fA. 

  

РЕШЕННЕ CMEWAHHO ЗАДАЧИ 

дя УРАЕНЕНИЯ ГНПЕРЕЙЛНЧЕСКОИГ Г 

РЕШЕННЕ НН СЛЧЕ 

—м. 1894Е #1 -8. 2 

A 1P°SHE BL i. 1а79Е 

ТНПА 

—
 

—Я. 1613Е G1 -8@. 1Е27Е G1 -В. 115ЕЕ 41 

-Я. 1575-Е O01 -и. 1519Е #1 -8. ЗЗЕЗЕ oH 

1 
me

 .1620E 91 

SiS 56 a Я. seek 1 я. ESSE we 

AS30E #1 MW. S1S5E GL @. 157ЕЕ Ot 

40E 

go 
9 

© 
© 

va 
on 
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М
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т
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Ml
 

о
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wi
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hh
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A. 4292Е 

РЕШЕНИЕ НЯ СЛОЕ . 

.AEZV7E 81 В. 1719Е 91 —@ ASE a 

‚чаааЕ вл -8. 

‚ БРЕЧЕ 81 -й. ТЕЗЗЕ 91 -в. 518 

.‚ ЗЕ57Е al 

1.
 

m
 

1 гы 
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ХПИ. Упрощение дифференциальных уравнений. 
Программа УРВУ (АГ, ВУ, М, В, Г, №, Т) 

Обращение: САГТ, УРКУ (А, В, М, ВУ, Г, 1., 1.) 

Описание параметров: 
АГ -— вектор коэффициентов в левой ‘Части уравнения размерности №; 

В! — вектор коэффициентов в правой части уравнения, 

[ — заданный порядок упрощення уравнения. 
Требуемые подпрограммы и функции — нет. 

SUBROUTINE (YPRVCAIT. BY. WH AY. EY, IG МТ. ТТА 

DIMENSION AICS, Breese, Ay 

2 ALCS, SE Ate) Se 

SEY CAS, 

251



258 
319 
215 
x40 

FORMAT {5 26s, SIMPLYFING CF TRANSFER FUNCTION Wer od | 6% 8 ol EI a = - ae 

FORMAT C. 2S. LH ARRAY! Br, Tats ts POSH. PAR. +4) x 
> 

FORMATS Goi. LPH ARRAY Aled. 0+4), 4. SUK, PL, 40% 

FORMATE “1 Soe. LH COEFFICIENTS ПРМ Ро 

SORE TE. AHS yo) Si, ADS AHADD 250 FORMATO. ан. ЗН, Та, ЗН BY hecre, SAH oe) Se 13. 
>, os 
ms я = 

oem 
Se. 

252 

FORMAT ¢<) 2h. LHS. 4H AY LECRS. BDH ey EM) ALS CLHE DD 

FORMAT“) B¢2s, ELA, 492 

МТ=МН-1 

ММ=2ВЯ 
v7 

iG=4 

OO 4 I=4, 26 
OWE > =0, 

TTI =e, 
DO 4 I=4,2 
R2ZCI, Jo=G, 

4 AT“ I. T=0, . 
PRINT 549, СЕТСКК», КК=А, НН 
PRINT 345, CAICKKD, KK=4. MHD 
BS=BI¢4) 

RM=ABS CAI CNH) > 
RCSABSKBIC49) 

BMi=, 4 
DO @ T=4, NH 

AT¢4, DysArer9 
ATC2, DosBIer 
IF CRIM, LT RESCAICIa dA ЕМ=НЕЗ ТТ» 
TPCRC. LT. ABSKBICIO9) RCSRESKEIC ToS 
CONTINUE 
TFCRM LIL RO) ЕМЕЕС 
PRINT 256 

PRINT x49 

LN=NI+NT- 
OO 25 I=4, NH 
T2¢ DOSATCS, 1978S 
TAC TDSAT CL, TD 
IFCMG. GT. MM> GOTS Sa 
NG=MG+1 

TYS49=TLCL) 

м
 

cn
 

i
 

ct
, 

aI
 

he
 

(Л
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1. Ke
 

iT
) 

(Л
 

к. 

ТУ 2>=Т2(15 
DC 44 Kes, LN 
IF ¢K. GT. 42) ВМ1=1 6, +*(1-К/4 
CO 44 I=4,NI 
ТТ 12=1Т2442ж*1Т4 < 1+1>-14643%*Т261+45 
С@ 42 1=4, 1 

71% Т2=Техт» 

THCDI=TTCID 

TYCKIETTOALS 
IF “WI.LT. 2 > GO To 4a 
$ 

IF CABS¢T2é19>. GE. RMD EBS=BS#c1. +BML> 

IF (RES T2¢499. LT. 4. E-4) ES=EbS#ect, -BMLD 

IF “xRBS*TZ¢Lo9, GT. RiMs. OR. “ABS Teche. LT. 2. E-422 GO 

CONTINUE 

NI=NI—-1 

pc & I=1. 2 

ALI. d9=1, 

Я2« 1. 12 =4. 
ЕН=2жН1 

ТТ 1 2=Тту 2: 

Om S I=4, iN 

TTX TFL 9ST CL 42900 TPC OAT YT 49D 

Я= 4. 2>=ТТ*2> 

Oc 16 L=3, LN 

LL=L¢2 

Oc AY M=4,2 

ATSM, Loe. 

OO 4° T=4. LL 

7 ATLM T+L STIS LatALeom, ТЯ+А2М, 1445 

IF (L. EG, SeeL ego? АТС, В+ RTT CLO#HALCdt, Ц 

IF Cb. EG. SeelL esos ATS2, + =8, 

Сс 18 T=4. NH 

GOO 18 Mad. 2 

ALM. ID=AZCM, I 
a ASCH, Г›=ЯТ«М, 12 

CONTINUE 

ATL. NI+Z7=4, 

OO 26 12d, NH 

253



254 

26 ATCSs TOSAT ES, LO+BStTTC4d 

РЕТНЫТ 358, МГ, САТЕ Я, 11», 1Т=1, 125 

PRINT 3555, САТ«Я., ТГл, Ту=л, 42 

IF CHI. GT. J@> GO Ta Seq 

JOL=I H+ 

CO Si I=L. Jed 

AYO IS=AT Cd, Io 

=1. ВчСТа=АТк а, 1) 

oA 

=
]
 

ЕЛ
 

PRINT 216, <BYCIT3, Il=4, JOA% 

PRINT 215, CAYCIID, Ll=4, Je) 
7 

MHG=MG 

RETURN 

ENC 

SUBROUTINE SPRICRP. Pi. Peo Me. MM Loo 

DIMENSION RPCLD. PLtio, Poca 

oo 74 =i, Ns 

RP CI =. 

oo 7a TL. Ls 

CO YS Ted, I 

11.=1—.1+4 

ЮР То=ЮЕР" [>+Р 1 ТлжР к. 11.) 

L2=hNM-Ls 

ТЕ КЁ. ЕЯ. Я» ба ТЯ ЗУР 

OA ты Тел. Ве 

Co Га = 6$ 

Г5=Ь$+1 

Iz=I+J 

14=15-1+41 

  

: RPC IZSRPCIZ4PACIZ HP S014 

L5=LS-4 

po 7@ 1=1,15 

Li=LS-I 

12=ММ+1 

ро та =, 14 

13=.2+1+1 

т4=Е5-1+1 

RPCIZIARPCIZ+P4L C13 9*P 2014) 

RETURN 

END     
 



SUBROUTINE FICHX CAL. Bt. NK, WT, FM, UD 

DIMENSION ALK fo, Baers, Ue 

NELENE YS 

СО 14 1=1,4 

14 исГл=в. 

IFCNK. EG. 2+NKL9 И(1>=7Я4 < МК+1 5 

-
 vw ® 

IF СМК. СТ. 2жмкКло 18=1 

К и=-НТжЫытТ 

DO т К=1, 2 
7 

DO 7 T=1- NK. 2 

IS=NK+K+1&-I-4 

UC KS =UCKO#R7+AL CIS 

UCK4+ 29 =UCK+294R74+B1L 01385 

UC 2 9=UC ZI ¥*NT 

UC4 do =UC 4 *WT 

REzUCLI*KUCLIFUC 29*UC 2D 

/ UCSIBCUCLI*UC SI 4UC 29 #U C4 ORE 

UCE d= CUCL I RUC 4 D-UC2 9 HUN 39 PRE 

FR=ATANSUCHO “UTS > 

RETURN 

END 

— 

  

Пример. Упростить дифференциальное уравнение 

44 dsy Ру dy a ax , 5 dx 

git OS ais би bap te = Soa tear +e 

CIMENSION ACS3, BOS), AIC49, BIA? 

CATA Actos. Som. Bede. Ae 

DATA E1020. Baa? 

CALL, YFRY@A. E. S. Al, BI. 3, @. =, 4. 2 

  

STF 

ENC 

ARRAY Bott. Th 

1. ана г. ВАНН <. ава в. ня а. a 

ARRAY НУ. 1+1 

4. HOGG в. зав —в. #@9 1. саяй а. лайв



    

  

SIMPLYFING OF TRANSFER FUNCTION \М%Р> 

COEFFICIENTS CF Y¢rP> 

3 BY: 1. вая: 4. явя: 2. 919: ав : ва : а. а 

AV: 4. Gag: 9.464: —-A, 356: 1. 128: Gm : а. в 

АРЕЯХ ВУС1, 1 

4.4906 OT SE 2, 9190 G4, а 

ARRAY Уса, IG+1>- 

4. 9860 4756 -A, 3594 4.4276



Таблица П.1 

Значейия функции’ $. (2) = 1/V 2z е- #7. 
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0,3989 | 3989 3989 3988 | 3986 | 3984 | 3982 | 3980 | 3977 | 3973 
3970| 3965 3961 3956 | 3951 | 3945 | 3939 | 3932 | 3925 | 3918 
3910| 3902 3894 3885 | 3876 | 3867 | 3857 | 3847 | 3836 | 3825 
3814; 3802 3790 3778 | 3765 | 3752 | 3739 | 3726 | 3712 | 3697 
3683| 3668 3653 | 3637 | 3621 | 3605 | 3589 | 3572 | 3555 | 3538 

0,3521 | 3503 3485 3467 | 3448 | 3429 | 3410 | 3391 | 3372 | 3352 
0332 | 3312 3292 3271 | 3251 | 3230 | 3209 | 3187 | 3166 | 3144 
3123| 3101 3079 3056 | 3034 | 3011 | 2989 | 2966 | 2943 | 2920 
2897| 2874 2850 2827 | 2803 | 2780 | 2756 | 2732 | 2709 | 2685 
2661 | 2637 2613 2589 | 2565 | 2541 | 2516 | 2492 | 2468 | 2444 

0,2420] 2396 2371 2347 | 2323 | 2299 | 2275 | 2251 | 2227. | 2203 
2179| 2155 2131 2107 | 2083 | 2059 | 2036 | 2012 | 1989 | 1965 
1942| 1919 1895 1872 | 1849 | 1826 | 1804 | 1781 | 1758 | 1736 
1714| 1691 1669 1647 | 1626 | 1604 | 1582 | 1561 | 1539 | 1518 
1497) 1476 1456 1434 | 1415 | 1394 | 1374 | 1354 | 1334 | 1315 

0,1295 | 1276 1257 1238 | 1219 | 1200 | 1182 | 1163 | 1145 | 1127 
1109| 1092 1074 1057 | 1040 | 1023 | 1006 | 0989 | 0973 | 0957 
0940} 0925 0909 0893 | 0878 | 0863 | 0848 | 0833 | 0818 | 0804 
0790| 0775 0761 0748 | 0734 | 0721 | 0707 | 0694 | 0681 | 0669 
0656| 0644 0632 0620 | 0608 | 0595 | 0584 | 0573 | 0562 | 0551 

0,0540| 0529 | 0519 0508 | 0498 | 0488 | 0478 | 0468 | 0459 | 0449 
0440| 0431 0422 0413 | 0404 |79396 | 0389 | 0379 | 0371 | 0363 
0355| 0347 0339 0332 | 0325 | 0317 | 0310 | 0303 | 0297 | 0290 
0283| 0277 0270 0264 | 0258 | 0252 | 0246 | 0241-| 0235 | 0229 
0224! 0219 0213 0208 | 0203 |: 0198 | 0194 | 0189 | 0184 | 0180 

0,0175| 0171 0167 0163 | 0158 | 0154 | 0151 | 0147 | 0143 | 0139 
0136] 0132 0129 0126 | 0122 | 0119 | 0116 | 0113 | 0110 | 0107 
0104| 0101 0099 0096 | 0093 | 0091 | 0088 | 0086 | 0084 | 0081 
0076| 0077 0075 0073 | 0071 | 0069 | 0967 | 0065 | 0063 | 0061 
0060} 0058 | 0056 | 0055 | 0053 | 0051 | 0050 | 0048 | 0047 | 0046 

0,0044| 0043 | 0042 | 0040 | 0039 | 0038 | 0037 | 0036 | 0035 | 0034 
0033| 0032 0031 0030 | 0029 | 0028 | 0027 | 0026 | 0025 | 0025 
0024| 0023 | 0022 0022 | 0021 | 0020 | 0020 | 0019 | 0018 | 0018 
0017| 0017 | 0016 0016 | 0015 | 0015 | 0014 | 0014 | 0013 | 0013 
0012; 0012 0012 0011 | 0011 | 0010 | 0010 | 0010 | 0009 | 0009 

00009] 0008 | 0008 | 0008 | 0008 | 0007 | 0007 | 0007 | 0007 | 0006 
0006} 0006 } 0006 0006 | 0005 [Г 0005 | 0005 | 0005 | 0005 | 0004 
0004; 0004 0004 0004 | 0004 | 0004 | 0003 | 0003 | 0003 1 0003 
0003} 0003 | 0003 | 0003 | 0003 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002 
0002| 0002 0002 0002 | 0002 | 0002 | 0002 | 0002 | 0001 | 0001                     

257



Таблица П.2 

Значения = для доверительного интервала — # < {Хх в, 
где величина #{ имеет распределение Стьюдента в зависимости 
от доверительной вероятности р и числа степеней свободы Ё 
  

  

k p = 0,90 р = 0,95 р = 0,99 

6,31 12,71 63,7 

2 2,92 4,30 9,92 
3 2,35 3,18 5,84 

4 2,13 2,77 4,60 

5 2,02 257 4,03 

6 1,943 2.45 3,71 

7 1,895 236 | 3,50 

8 1,860 2,31 3,36 

9 1 833 2,26 3,25 

10 1,812 2,23 3,17 

И 1,796 2,20 3,11 

12 1,782 2,18 3,06 

13 ‘L771 2,16 3,01 
14 1,761 2 14 2.98 

15 1,753 2,13 2.95 

16 1,746 2,12 2.99 

17 1,740 211 2,90 

18 1.734 2,10 2,86 

19 1,729 2.09 2,86 

20 1,725 208 2,84 

22 1,717 207 | 2,82 
24 1,711 2,06 2,80 

26 1,706 2,06 2,78 

28 1,701 2,05 276 

30 1697 2,04 2,75 

40 1,684 2,02 2,70 

60 1671 2,00 2,66 

120 | 658 1,98 2,62 

1,645 1,96 258       
258



Таблица П.3 

Критические точкн распределения 
х — случайная величина, распределенная по закону Х? с Ё степенями свободы. 

Таблица содержит значения «, полученные из условия P(X) <a. 
  

  

Число 
. степеней a = 0,0] © = 0; 0,025 a = 0,05 a = 0,95 | & = 0,975 | @=0,99 

1 6,6 6,0 3,8 0,0039 | 0,00098| 0,00016 

2 9,2 7,4 6,0 0,103 | 0,051 | 0,020 

3 11,3 9,4 78 0,352 | 0,216 | 0,115 
4 13,3 11,1] 9,5 | 0,711 0,484 0,297 

5 15,1 12 8 И 1,15 0,831 | 0,554 

6 16,8 14,4 12,6 1,64 1,24 0,872 

7 18,5 16,0 14 2,17 1,69 1,24 

8 20,1 17,5 15,5 2.73 2,18 1,65 

9 21,7 19,0 16,9 3,33 2.70 2.09 

10 23,2 20,5 18,3 3,94 3,25 ` 2,56 

lI 24,7 21,9 19,7 4,57 3,82 3,05 

12 26,2 23,3 21,0 5,23 4,40 3,57 

13 27,7 24,7 22,4 5,89 5,01 4,11 

14 29,1 26,1 23,7 6,57 5,63 4,66 

15 30,6 27,5 25,0 7,26 6,26 5,23 

16 32,0 28,8 26,3 796 6,91 5,81 

17 33,4 30,2 27,6 8,67 7,56 6,41 

18 34,8 31,5 28,9 9,39 8,23 701 

9 | 362 32,9 30,1 10,1 8,91 7,63 
50 37,6 34,2 31,4 10,9 9,59 8,26 

21 38,9 35,5 32,7 11,6 10,3 8,90 

20 40,3 36,8 33,9 12.3 11,0 9,54 
23 41,6 38,1 35,2 13,1 11,7 10,2 

24 43,0 39,4 36,4 13,8 12,4 10,9 

25 44,3 40,6 37,7 14,6 13,1 11,5 

26 45,6 41,9 38,9 15,4 13,8 12,2 
27 ‘47,0 43,2 40,1 16,2 14,6 12,9 

28 48,3 44,5 41,3 16,9 15,3 13,6 

29 49,6 45,7 42,6 17,7 - 16,0 14,3 

30 50,9 47,0 43,8 18,5 16,8 15,0             
259



Таблица П.4 

Значение Pn, = ХТ / пи enh (распределеиие Пуассона) 
  

    

  

  

                  
  

  
  

т № == 0,1 | 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 

0 0,9048 | 0,8187] 0,7408 | 0,6703 | 0,6065 | 0,5488 | 0,4966 | 0,4493 | 0,4066 
] 0,0905 | 0,1638| 0,2222 | 0,2681 | 0,3033 | 0,3293 | 0,3476 | 0,3595 | 0,3659 
2 0,0045 | 0,0164 | 0,0333 | 0,0536 | 0,0758 | 0,0988 | 0,1217 | 0,1438 | 0,1647 
3 0,0002] 0,0019] 0,0033 | 0,0072 | 0,0126 | 0,0198 | 0,0284 | 0,0383 | 0,0494 
4 0,0001 | 0,0002 | 0,0007 | 0,0016 | 0,0030 | 0,0050 | 0,0077 | 0,0111 
5 0,0001 | 0,0002 | 0,0004 | 0,0007 | 0,0012 | 0,0020 
6 . 0,0001 1 0,0002 1 0,0003 

т A=] 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

0 10,367910,1353 10,0498 | 0,0183 | 0,0067 0,0025 10,0009 } 0,0003 | 6,0001 10,0000 

1 0,3579 | 0,2707 | 0,1494 | 0,0733 | 0,0387 | 0,0149 | 0,0064 0,0027 | 0,0011 10,0005 

2  |0,1839 | 0,2707 | 0,2240 | 0,1465 | 0,0842 | 0,0446 | 0,0223 | 0,0107 | 0,0050 |40,0023 

3 [00513 10,1804 [0,2240 | 0,1954 | 0,1404 0,0892 0,0521 | 0,0286 | 0,0150 | 0,0076 

Ё4 |0.01531 0,0902 | 0,1680 | 0,1954 | 0,1755 0,1339 | 0,0912 | 0,0572 | 0,0337 | 0,0189 

5 100031 | 0,0361 | 0,1008 | 0,1563 | 0,1755 | 0,1606 | 0,1277 | 0,0916 10,0607 | 0,0378 

6 |0.0005| 0,0120 [0,0504 | 0,1042 | 0,1462 | 0,1606 | 0,1490 0,1221 | 0,0911 10,0631 

7 |0,0001| 0,0037 | 0,0216 | 0,0595 | 0,1044 | 0,1377 | 0,1490 | 0,1396 | 0,1171 0,0901 

8 0,0009 | 0,0081 | 0,0298 | 0,0653 | 0,1033 | 0,1304 | 0,1396 | 0,1318 | 0,1126 
9 0,0002 | 0,0027 | 0,0132 | 0,0363 | 0,0688 | 0,1014 10,1241 | 0,1318 | 0,1251 

10 0,0008 | 0,0053 | 0,0181 | 0,0413 | 0,0710 10,0993 | 0,1186 | 0,1251 
11 0,0002 | 0,0019 | 0,0082 | 0,0225 | 0,0452 | 0,0722 | 0,0970 | 0,1137 
12 0,0001 | 0,0006 | 0,0034 | 0,0126 10,0263 | 0,0481 | 0,0728 | 0,0948 
13 0,0002 | 0,0013 | 0,0052 | 0,0142 | 0,0296 | 0,0504 | 0,0729 
14 0,0001 [0,0005 | 0,0022 | 0,0071 | 0,0169 | 0,0324 | 0,0521 
15 0,0002 10,0009 | 0,0093 | 0,0090 | 0,0194 | 0,0347 
16 0,0003 | 0,0014 10,0045 | 0,0109 | 0,0217 
17 0,0001 | 0,0006 | 0,0021 | 0,0058 | 0,0128 
18 0,0002 | 0,0009 1 0,0029 1 0,0071 
19 0,0001 | 0,0004 | 0,0014 | 0,0037 
90 0,0002 | 0,0006 | 0,0019 
21 0,0001 | 0,0003 | 0,0009 
92 0,0001 | 0,0004 
93 0,0002 
94 0,0001                        
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